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第 四 版 前 言 


根据 国家 教委 高 教 司 在 “关于 制订 1991 一 1995 教材 建设 规划 
的 几 点 意见 ”文件 中 提出 的 : “对 质量 较 高 ,基础 较 好 ,使 用 面 较 广 
的 教材 ,要 进行 锤炼 "的 精神 ,工科 数学 课程 教学 指导 委员 会 决定 ， 
在 广泛 征求 使 用 意见 的 基础 上 ,对 工程 数学 一 一 ( 复 变 函数 》 第 三 
版 进行 一 次 锤炼 修订 ,使 其 质量 获得 进一步 提高 . 

我 们 收 到 了 不 少 兄 弟 学 校 和 地 区 的 教师 青 来 的 详细 而 全 面 的 
使 用 意见 , 且 语 多 鼓励 .经 过 认真 仔细 研究 以 后 ,限于 篇 幅 ,采纳 了 
部 分 共同 的 意见 ,例如 ,取消 了 对 “收敛 半径 的 求法 ”, “函数 在 无 窃 
远 点 的 性 态 ” 和 “在 无 窃 远 点 的 留 数 ” 各 小 节 所 标的 “x ”号 . 

为 了 帮助 读者 抓 住 学 习 要 点 ,提高 学 习 质 量 与 效率 ,在 这 次 修 
订 中 ,我 们 在 每 章 末 增 写 了 “小 结 ”. 其 中 除 对 本 章 主要 内 容 进 行 简 
要 的 总 结 外 ,还 对 菜 些 内 容 在 概念 与 方法 上 作 了 进一步 阅 释 ,以 带 
助 读者 深入 理解 ,牢固 掌握 . 此 外 ,对 全 书 的 习题 作 了 一 些 调整 , 且 
略 有 增加 ;改正 了 第 三 版 课文 .习题 或 答案 中 的 错误 ,并 对 一 些 不 
很 确切 的 文字 叙述 作 了 修改 . 

我 们 谨 向 关心 和 帮助 本 书 修订 的 工科 数学 课程 教学 指导 委员 
会 、 对 本 书 提出 宝贵 意见 的 兄弟 学 校 同行 .对 本 书 精心 审阅 的 西北 
工业 大 学 孙 家 永 教 授 , 表 示 衷 心 的 谢意 . 

本 书 第 一 、 二 章 由 王 绵 森 执笔 ,第 三 .四 、 五 ,六 章 由 陆 庆 乐 执 


编者 
1994 年 5 月 于 西安 


[1 了 =。 


第 三 版 前 言 


《 复 变 函数 》 自 从 81 年 4 月 再 版 以 来 ,不 少 学 校 采 用 该 书 作 为 
教材 . 从 各 方面 反馈 的 信息 来 看 ,认为 该 教材 对 工科 本 科 各 专业 是 
比较 适用 的 . 同时 对 该 教材 也 提出 了 一 些 改 进 意 见 . 

在 这 一 版 中 ,我 们 作 了 如 下 的 一 些 更 动 和 修改 :首先 ,根据 国 
家 教委 1987 年 批准 印发 的 《 复 变 函数 课程 教学 基本 要 求 》 调 整 了 
标 “xx ”的 内 容 . 我 们 把 原来 有 “xx* ”的 “ 留 数 在 定 积 分 计算 上 的 
“上 应 用 ”一 节 取消 了 双星 号 ;把 “平面 场 的 复 势 ”一 节 改 为 标 “ x* ” 对 
《 复 变 函数 课程 教学 基本 要 求 》 中 不 列 的 项 目 以 及 相应 的 习题 ,在 


本 版 中 除了 复 球面 和 收敛 半 径 的 求法 以 外 ,一 律 标 “ x ”, 供 各 有 关 


专业 选用 .另外 ,根据 基本 要 求 , 增 加 了 (1 十 z)” 的 麦克 劳 林 展开 
式 . 其 次 ,为 了 使 有 关 的 教学 内 容 衔接 得 更 加 紧密 ,重点 更 加 突出 ， 
”我 们 理 顺 了 个 别 内 容 的 先后 次 序 ,将 第 二 章 中 的 “解析 函数 和 调和 
函数 的 关系 ”一 节 移 到 了 第 三 章 的 最 后 ,作为 第 六 节 . 这 样 ,就 避免 
了 在 前 面 引用 到 后 面 才 讲 的 关于 “解析 函数 的 导数 仍 为 解析 函数 ” 
这 一 结论 的 整 端 .第 三 ,根据 使 用 过 该 教材 的 同志 的 意见 ,我 们 对 
分 式 线性 映射 的 保 “ 对 称 性 ”这 一 重要 结论 给 出 了 证 明 ; 对 一 些 写 
得 不 够 清楚 和 不 够 恰当 的 地 方 作 了 修改 ;还 对 全 书 的 习题 和 答案 
再 次 进行 了 审核 ,改正 了 个 别 错误 ,并 略 有 补充 . 最 后 ,修改 和 重 给 
了 部 分 插图 ,并 对 一 些 “ 名 词 ” 和 “术语 ”进行 了 统一 . ] 

我 们 热忱 尽 望 使 用 和 关心 本 教材 的 同志 ,对 本 书 提出 更 多 的 
宝贵 意见 ,使 它 的 质量 能 够 不 断 地 得 到 提高 . 在 这 里 ,我 们 谨 向 对 
本 书 提 这 意见 的 同志 表示 衷心 的 感谢 . 

参加 这 次 修订 工作 的 是 陆 庆 乐 与 王 绵 森 两 同志 . 

1989 年 7 月 


第 二 版 前 言 


这 一 版 ,我 们 是 按照 1980 年 6 月 在 北京 举行 的 高 等 学 校 工 科 
数学 教材 编审 委员 会 扩大 会 议 审 订 的 工程 数学 复 变 函数 教学 大 岗 
(草案 ) 修 订 的 .超过 大 岗 的 内 容 都 标 了 “x ?号 ,供需 要 的 专业 选 
用 .其 中 有 “xx ”的 是 大 纲 中 原 已 标 了 “x ”的 内 容 . 

根据 使 用 本 书 的 教师 所 提出 的 意见 ,我 们 在 这 一 版 中 增添 了 
“ 复 球 面 ”、“ 范 数 在 无 穷 远 点 的 性 态 ” 及 “函数 在 无 穷 远 点 的 留 数 ” 
等 内 容 ,“ 初 等 函数 ”“ 泰 勒 级 数 ”“ 洛 朗 级 数 ” 各 节 , 出 于 教学 方法 
上 的 考虑 ,已 予 重 写 . 例题 与 习题 比 第 一 版 略 有 增加 .为 了 便于 挑 
选 , 按 内 容 的 先后 ,调整 了 习题 的 次 序 .对 书 中 一 些 不 受 之 处 和 错 
误 , 作 了 改正 ， 

许多 用 本 书 的 教师 和 读者 诚恳 地 给 我 们 提出 本 书 不 足 之 处 以 
及 印刷 上 的 错误 ,我 们 在 此 表示 感谢 .希望 今后 再 有 发 现时 ,能 及 


”时 告诉 我 们 ,以 便 有 机 会 时 改正 . 


参加 这 次 修订 工作 的 有 陆 庆 乐 、 唐 象 礼 两 同志 


1981 年 4 月 


第 一 版 前 言 


本 书 是 根据 1977 年 在 北京 召开 的 工科 教材 会 议 的 精神 ,按照 
同年 12 月 在 西安 召开 的 全 国 高 等 学 校 工 科 数 学 教材 编写 会 议 上 
所 通过 的 编写 大 纲 编写 的 , 它 是 工科 学 校 《 工 程 数学 》 教 材 之 一 
供电 类 各 专业 使 用 ， 也 可 供 其 他 专业 选用 ， 对 工程 技术 人 员 可 以 作 
为 参考 书 . 

在 编写 过 程 中 ,我 们 主要 参照 了 1966 年 1 月 高 等 教育 出 版 社 
出 版 的 由 我 室 编 写 的 《 复 变 函数 》 一 书 .在 保持 原 书 主要 优点 的 基 
础 上 ,适当 增加 了 一 些 内 容 ,努力 贯彻 理论 联系 实际 的 原则 ,文字 
上 力求 通俗 易 懂 ,便于 自学 .同时 ,配备 了 比较 丰富 的 习题 ,并 于 书 
后 附 有 答案 .有 x 号 的 部 分 ,可 以 根据 各 专业 的 需要 来 选用 . 

本 书 由 浙江 大 学 主 审 , 主 审 人 为 该 校 周 茂 清 教 授 ,参加 审 稿 的 
单位 有 北京 航空 学 院 .河北 工学 院 、. 吉 林 工 业 大 学 、 山东 工 学 院 、 湖 
南大 学 、 天 津 大 学 、 西 安 冶金 建筑 学 院 , 上 海 机 械 学 院 、 上 海 交 通 大 
学 、 AUGI 

见 ,我们 表示 衷心 的 感谢 . 

由 于 我 们 学 识 水 平 浅薄 ,教学 经 验 不 足 ,错误 和 不 受 之 处 在 所 
礁 免 , 戚 馬 地 メ 交 迎 广大 的 教师 和 读者 提出 批评 意见 

参加 本 书 编写 工作 的 有 陆 庆 乐 、 唐 象 礼 . 王 绵 森 三 位 同志 


西安 交通 大 学 高 等 数学 教研 室 
1978 年 9 月 
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引 言 


在 我 们 已 经 学 过 的 《高 等 数学 ?课程 中 ,研究 的 主要 对 象 是 实 
变 函 数 . 理论 的 探讨 和 生产 实践 的 发 展 ,又 提出 了 对 复 变 数 的 研 
究 , 而 研究 复 变 数 之 间 的 相互 依赖 关系 ,就 是 复 变 沙 数 这 门 课程 的 
主要 任务 . 

复 变 函数 中 的 许多 概念 、 理 论 和 方法 是 实 变 函 数 在 复数 领域 
内 的 推广 和 发 展 , 因 而 它们 之 间 有 许多 相似 之 处 .但 是 , 复 变 函数 
又 有 与 实 变 函 数 不 同 之 点 .我 们 在 学 习 中 ,要 勤 于 思考 ,善于 比较 ， 


既 要 注意 共同 点 , 更 要 弄 清 不同 点 . 这 样 , 才 能 抓 住 本 质 ,融会 贯 


复 变 函数 的 理论 和 方法 在 数学 . 目 然 科 学 和 工程 技术 中 有 着 
广泛 的 应 用 ,是 解决 诸如 流体 力学 .电磁 学 .热学 .弹性 理论 中 的 平 
面 问题 的 有 力 工具 . 而 自然 科学 和 生产 技术 的 发 展 又 极 大 地 推动 


“了 复 变 函数 的 发 展 ,丰富 了 它 的 内 容 . 我 们 在 学 习 过 程 中 ,要 正确 


理解 和 掌握 复 变 函数 中 的 数学 概念 和 方法 ,逐步 培养 利用 这 些 概 


念 和 方法 解决 实际 问题 的 能 力 . 


第 一 章 ”复数 与 复 变 函数 


自 变量 为 复数 的 函数 就 是 复 变 函 数 , 它 是 本 课程 的 研究 对 象 . 
由 于 在 中 学 阶段 已 经 学 过 复数 的 概念 和 基本 运算 ,本 章 将 在 原 有 
的 基础 上 作 简要 的 复习 和 补充 ;然后 再 介绍 复 平面 上 的 区 域 以 及 
复 变 函数 的 极限 与 连续 性 等 概念 ,为 进一步 研究 解析 函数 理论 和 
方法 莫 定 必要 的 基础 ， 


$1 复数 及 其 代数 运算 


1. 复数 的 概念 ”在 学 习 初 等 代数 时 ,已 经 知道 在 实数 范围 
内 ,方程 
和 一 一 ] 
是 无 解 的 ,因为 没有 一 个 实数 的 平方 等 于 一 1. 由 于 解 方程 的 需要 ， 
人 们 引进 一 个 新 数 i, 称 为 虚数 单位 ,并 规定 
デーー1, 
从 而 i 是 方程 テー1 的 一 个 根 . 
对 于 任意 二 实数 x，y ,我 们 称 Z 王 十 1y 或 < 一 z 十 が 为 复数 ， 
其 中 r,y 分 别称 为 = 的 实 部 和 虚 部 , 记 作 
z=Re(z),y=Im(z). 
当 ァ 0y デ 0 时 ,z==iy 称 为 纯 虚 数 ; 当 y= 二 0 时 ,z= 二 + 十 0i, 我 们 把 
它 看 作 是 实数 <. 例如 复数 3 十 0・z 可 看 作 实 数 3. 
两 个 复数 相等 ,必须 且 只 人 须 它们 的 实 部 和 虚 部 分 别 相等 . 一 个 
复数 > 等 于 0, 必须 且 只 须 它 的 实 部 和 虚 部 同时 等 于 0. 
与 实数 不 同 ,一 般 说 来 ,任意 两 个 复数 不 能 比较 大 小 . 
2. 复数 的 代数 运算 ”两 个 复数 z= 二 zi 十 iyi ,zs 二 Xx: 十 1yz 的 加 
法 ,减法 及 乘法 定义 如 下 : 
。2 。 


《xi 十 zy1) 士 (zz 十 zy) 一 (Zi 士 zo) 十 1 十 yy)，(〈1.1.1) 
0 yz) 十 zzzyl 十 并 yz)， 
(1. 1. 2) 
并 分 别称 以 上 两 式 右 端的 复数 为 与 的 和 、 差 与 积 ， 
显然 , 当 z 与 z; 为 实数 ( 即 当 y= 二 y 王 0) 时 ,以 上 两 式 与 实数 
的 运算 法 则 一 致 . 
我 们 又 称 满足 
] 2 々 ーッ 」 ( ぁ 。 デ 0) 
的 复数 < 一 x 十 iy 为 zx 除 以 zz 的 商 , 足 作 = ニー 人 送 條 定 駐 , 立 即 
可 推 得 
2Z1 ZI1Zz 十 yiyz イー イェ ュ ツ 2 
< ニー 一 Ty Ti . 


不 难 证 明 ， 与 实数 的 情形 一 样 ,复数 的 运算 也 满足 交换 律 ` 结 


(1.1.3) 


“ 合 律 和 分 配 律 ， 


ター を 。 2122 一 22 る 1 和 
之 1 十 (を 。 十 z3) ーー (zi 十 を 。) 十 之 3 9 之 1 (と を 。 ) -一 (を 」 を 2 ) Za 5 
之 ] (z。 十 >。) 一 る る 2 十 る 1 る 3 


我 们 把 实 部 相同 而 虚 部 绝对 值 相等 符号 相反 的 两 个 复数 称 为 


蔷 生 复 数 ,与 = 共生 的 复数 记 作 .如 果 = 一 z 十 by, 那 末 > ニー な 
共 思 复数 有 如 下 性 质 ， 


之 1 


2 


1) 1 十 2 二 之 十 Zo を 一) を 。 


ii) ミー タ : 

ii) z z= [Re(z) J 二 [Im(z) }; 

IV) z 十 zz 二 2Re(z)， ーー2zHm(). 
这 些 性 质 作 为 练习 ,由 读者 自己 去 证 明 . 

在 计算 一 时 ,下 可以 利用 共 都 外 数 的 性 原 这) 把 分 子 与 分 母 同 乘 
以 去, 可 得 到 所 求 的 商 , 即 (1 1.3) 式 . 


例 1 设 名 二 5 一 5i,z4 一 一 3 十 科 , 求 之 与 | 
之 ? 之 2 


之 2 


ー3 十 47 (一 3 十 4 の (一 3 一 4 の) 


(一 15 一 20) 十 15 一 2077。 7 1. 
25 ーー 5 5° 
| 7 
所 以 を | = 5 」 
例 2 設 > ニー テー ューー, 求 Re(s) lm) 三 々 を 
ーー 1 3 +) 
[ 解 」 > 一 一 - 1 一 上 (一 の (1 一 の (1 十 り の 
一 :一 ー ラ テキ タリ 
-3_1, 
2 2 ， 
所 以 ReCo) 一 了 ,Im() 一 一 六 ， 
-1131 人工 5 
ッッ ーー > 十 | > 二 了， 


例 3 设 二 ZX 十 iy1，z2 王 Xz 十 iyz 为 两 个 任意 复数 ,证 明 = zs 
十 >」 ヶ 。 一 2Re(z, を 。). 
[证 | zi zs zi = (Xiy) Cr miy) 二 (rimiyi) (rs iy;) 
一 (zizz 十 yiyz) 十 ICzzy Xiys) 
十 (zizs 十 yyz) 十 ICZiys 一 ZX2yi1) 
一 2(xzizz 十 yy) 一 2ReGCz を う ). 


$2 复数 的 几何 表示 
1. 复 平面 ”由 于 一 个 复数 x 二 zx 十 iy 由 一 对 有 序 实数 (zyy) 
唯一 确定 ,所 以 对 于 平面 上 给 定 的 直角 坐标 系 ,复数 的 全 体 与 该 平 


面 上 点 的 全 体 成 一 一 对 应 关系 ,从 而 复数 ==z 十 zy 可 以 用 该 平面 
< イ ・ 


上 坐标 为 (z,y) 的 点 来 表示 ,这 是 复数 的 一 个 常用 表示 方法 . 此 
时 ,z 轴 称 为 实 轴 ,y 轴 称 为 虚 轴 ,两 轴 所 在 的 平面 称 为 复 平面 或 
z 平面 这样, 复数 与 复 平面 上 的 点 成 一 一 对 应 ,并 且 把 “点 z” 作 为 
“ 数 z” 的 同义词 ,从 而 使 我 们 能 借助 于 几何 语言 和 方法 研究 复 变 
函数 的 问题 ,也 为 复 变 函数 应 用 于 实际 奠定 了 基础 . 
在 复 平面 上 ,复数 = 还 与 从 原点 指向 点 z= 二 x 十 iy 的 平面 向 量 
一 一 对 应 ,因此 复数 z 也 能 用 向 量 O 户 来 表示 (图 1. 1). 向 量 的 长 度 
称 为 = 的 模 或 绝对 值 , 记 作 
|z|=r= Vy (1.2.1) 
显然 ,下 列 各 式 成 立 : 
ylS FlylS ll, 
Iz{ 志 |z| 二 |y|， 
zz= |z|:= |z’|. 
在 > デ 0 的 情况 ,以 正 实 轴 为 始 边 ,以 | 
表示 > 的 向 量 O あ 妨 衝 辺 的 角 的 弧 度 图 1.1 
数 9 称 为 = 的 辐 角 , 记 作 


Argz 王 の 
这 时 ,有 
tg(Argz) 一 二 . (1. 2. 2) 


我 们 知道 ,任何 一 个 复数 z 隆 0 有 无 穷 多 个 辐 角 . 如果 の 是 其 

中 的 一 个 , 那 末 | 
Argz 三 外 十 2 を r( ん 为 任意 整数 ) ー (1.2.3) 
就 给 出 了 的 全部 編 角 . 在 (和 0) 的 辐 角 中 ,我 们 把 满足 一 r<b 


エエ ハイ ハハ 


去 的 b 称 为 Argz 的 主 值 ; 记 作 %=argz. 
当 z=0 时 ,|z| 二 0, 而 辐 角 不 确定 . 


辑 角 的 主 值 argz(z 关 0) 可 以 由 反正 切 Arctg 二 的 主 值 
arc tg 立 按 下 列 关系 来 确定 : 


arc tg 之， 当 >0,y 生 0; 


元 
十 一 . 尖 ーー 二 0 ， 
argz 一 4 2， 当 + 二 0,y 室 0; 


(1. 2. 4) 
* デ 9 arc tg tz ァ , 当 x 二 0,y 宇 0， 


し が 当 て ぐ で て 0,yー0. 


其 中 一 3 arc tg <7 


根据 复数 的 运算 法 网 可 和 ,两 个 复数 和 > 的 加 、 減 法 返 算 和 
相应 向 量 的 加 、 减 法 运算 一 致 (图 1. 2). 


(J 


我 们 义 知道 , |z 一 zs | 表示 点 与 z, 之 间 的 距离 (图 1. 3) ,因此 
由 图 1. 2 和 图 1. 3, 我 们 有 
lz 十 zz| 志 |zi| 十 |zs| (三 角 不 等 式 )， (1. 2. 5) 
me => al—lsll. (1. 2. 6) 
一 対 共 純 劉 数 = * 和 z 在 复 平 面 内 的 位 置 是 关于 实 轴 对 称 的 (图 


1.4), 因 而 |z| 二 |z|, 如 果 z 不 在 负 实 轴 和 原点 上 ， 还 有 argz 一 
—argz. 
利用 直角 坐标 与 极 坐标 的 关系 : 
X=rcos0, y=rsing, 
。 6・ 


图 1.3 图 1. 4 
还 可 以 把 > 表示 成 下面 的 形式 , 。 
ァ 王 テ (cos の 十 zsin の ) ， (1.2.7) 


称 为 复数 的 三 角 表 示 式 ， 
再 利用 欧 拉 (Euler) 公 式 ゆ ,〆ーcos2 十 zsin の , 我 休 又 可以 得 到 


<= re” し) (1.2. 8) 
这 种 表示 形式 称 为 复数 的 指数 表示 式 . 
复数 的 各 种 表示 法 可 以 互相 转换 ， 以 适应 讨论 不 同 问题 时 的 


需要 . 
例 1 将 下 列 复数 化 为 三 角 表 示 式 与 指数 表示 式 . 
1) z=— V12—2i; 2) zx 一 sin Ticos 二 


5 
[ 解 】 1) 显然 ,r==|z|= 二 X12 十 4==4. 由 于 z 在 第 三 象限 ,由 
(1. 2. 4) 知 
9=are te| 一 二 | ー ァ 王 arc tg イーー ォ ニー 


z=4| cos( ー そ の) sin て 一 の) | 
z 的 指数 表示 式 为 


-cosetisinz(z 为 任意 复数 的 特殊 情况 ， 这 个 公式 的 


三 グ * 


_ 5 
z=4de 6"。 


2) 显然 ,r 一 |zj| 一 1, 又 


Sin ーーcos ラー 一 COS マ 
5 2 5 10 ” 
COS ーーsin ラー 一 Sn 3. 
5 2 5 10 ” 


故 z 的 三 角 表 示 式 为 


之 一 COS io Tisin x 
z 的 指数 表示 式 为 
c= 16™. 
例 2 设 2 2 为 两 个 任意 复数 ， 证 明 ， 
ND mz = leslie; 
2) | =， 十 zz | |z2|. 


[证 ] 1) | を = V C22) (x zo VY ( そ 」 そ 2 ) (を 」 を 。 ) 
王 (を 」 を 」)( を 2 る ) = |z | | zz |. 


2) 上 面 我 们 已 经 用 几何 的 方法 得 到 了 三 角 不 等 式 ( 见 


(1. 2. 5) 式 ), 现 在 用 复数 的 运算 来 证 明 它 . 因为 
| 十 z2|? 二 (zi 十 zz) (zi 十 Zz) 
二 (zi 十 2) (ZZ 十 之 2) 
一 之] 之 | 十 之 之 十 之 2 之 | 十 之 | 之 2 
ーー 十 十 を 十 を る 
由 $1 例 3, zi 十 zz21 二 2Re (ziz)， 
所 以 | 二 十 zz 一 | 十 | 过 | 十 2Re(z 去 ) 
slgi 十 lg 1 十 2 | 
二 |zi| ?十 |z2|? 十 21zi | |z,| 
二 (|z | 十 |z,1)7. 
两 边 开 方 ,就 得 到 所 要 证 明 的 三 角 不 等 式 . 
。8。 


下 面 的 例子 表明 ,很 多 平面 图 形 能 用 复数 形式 的 方程 (或 不 等 


式 ) 来 表示 ;也 可 以 由 给 定 的 复数 形式 的 方程 (或 不 等 式 ) 来 确定 它 


也 就 是 
或 


以 方程 表示 的 曲线 就 是 连接 点 2i 和 一 2 的 线段 的 垂直 平分 线 (图 . 


所 表示 的 平面 图 形 . 

例 3 ン > 将 通过 两 点 zx 一 zx 十 iy1 与 zz 二 Tx 十 iys 的 直线 用 复数 形 

_ 式 的 方 程 来 表示 . 

[ 解 」 我 们 知道 ,通过 点 (zi,y1) 与 (x2,y2) 的 直线 可 以 用 参 

数 方程 表示 为 
15 ゃ 十 バ ア ッ ー テ ロラ (一 oo ご 十 Go) ~ po 
ッ デ ーッ 」 十 ys 一)・ ント - 
因此 , 它 的 复数 形式 的 参数 方程 为 、 
z 二 名 十 t(z 一 各 )，。 (一 co<<t< 十 cc) 
由 此 得 知 由 zi 到 zs 的 直线 段 的 参数 方程 可 以 写成 
z= 十 t(z2 一 21 9 (0S:S1) 
取得 知 袋 段 的 中 点 カ 
ーー 


例 4 TT 
1) |z 二 i|= 二 2; 
2) |z—2i| 二 |z 十 2|; 
3) ImG 十 > うー4. 
[ 解 ] 1) 在 几何 上 不 难看 出 ,方程 |z 十 i| = 二 2 表 示 所 有 与 把 


一 距离 为 2 的 点 的 轨迹 , 即 中 心 为 一 半径 为 2 的 图 (图 1. 5Ca)).* 下 
面 用 代数 方法 求 出 该 圆 的 直角 坐标 方程 ， 


设 xz 一 z 十 zy 方程 变 为 
Iz 十 (y 十 1)i| 二 2. 


TT 十 (y 十 1)? = 二 
ァ <* 十 (y 十 1)* 三 4. 


2) 几何 上 ,该 该 方程 表示 到 点 2 和 一 2 距离 相等 的 点 的 轨迹 ,所 . 


。 りゃ 


マラ 


1. 5(5)), 它 的 方程 为 y= 一 
由 读者 自己 完成 . 


3) 设 z= 二 zr 十 iy, 那 末 
- i 十 这 二 x 十 (1 一 — yi 
所 以 Im(i+z)=1~—y, 
从 而 立即 可 得 所 求 晶 线 的 方程 为 y 二 3 这 是 一 一 条 平行 于 x 轴 的 
直线 ,如 图 1. 5(c) 所 示 . 
2. 复 球面 ”除了 用 平面 内 的 点 或 向 量 来 者 示 复 数 外 ,还 还 可 以 
用 球面 上 的 点 来 表示 复数 . 现在 我 们 来 介绍 这 种 表示 的 方法 . 


取 一 个 与 复 平面 切 于 原点 x 二 0 的 球面 ,球面 上 的 一 点 $ 与 原 


点 重合 (图 1. 6). 通过 5S 作 垂 直 于 复 平面 的 直线 与 球面 相交 于 另 
a N. 我 们 称 N 为 北极 ,S 为 南极 . 

对 于 复 平面 内 任何 一 点 z, 如 果 用 一 直线 段 把 点 z 与 北极 N 
连结 起 来 , 那 末 该 直线 段 一 定 与 球面 相交 于 异 于 的 一 点 P. 反 
过 来 ,对 于 球面 上 任何 一 个 异 于 N 的 点 P, 用 一 直线 段 把 P 与 N 

结 起 来 ,这 条 直线 段 的 延长 线 就 与 复 平面 相交 于 一 点 = 这 就 说 

明 :球面 上 的 点 ,除去 北极 N 外 ,与 复 平 面 内 的 点 之 间 存 在 着 一 一 

对 应 的 关系 . 前 面 已 经 讲 过 ,复数 可 以 看 作 是 复 平面 内 的 点 ,因此 

球面 上 的 点 ,除去 北极 N 外 ,与 复数 一 一 对 应 . 所 以 我 们 就 可 以 用 
。 7O。 


x. 这 方程 也 可 以 用 代数 的 方法 求 得 ， 


球面 和 的 点 来 表示 复数 . 
但 是 ,对 于 球面 上 的 北极 N, 还 没有 复 平面 内 的 一 个 点 与 它 
对 应 . 从 图 1. 6 中 容易 看 到 , 当 > 点 无 限 地 远离 原点 时 ,或 者 说 , 当 


”复数 z 的 模 |z| 无 限 地 变 大 时 ,点 了 就 无 限 地 接近 于 N. 为 了 使 复 


平面 与 球面 上 的 点 无 例外 地 都 能 一 一 对 应 起 来 ,我 们 规定 : 复 平面 
上 有 一 个 唯 志 的 “无 穷 远 点 ”, 它 与 球面 上 的 北极 N 相对 应 . 相应 
地 ,我 们 又 规定 :复数 中 有 一 个 叭 二 的 “无 穷 大 ”与 复 平面 上 的 无 穷 
远 点 相对 应 ,并 把 它 记 作 oo. 因而 球面 上 的 北极 N 就 是 复数 无 穷 
大 oo 的 几何 表示 . 这 样 一 来 ,球面 上 的 每 一 个 点 ,就 有 唯一 的 一 个 
复数 与 它 对 应 ,这 样 的 球面 称 为 复 球面 . 

我 们 把 包括 无 穷 远 点 在 内 的 复 平面 称 为 扩充 复 平面 . 不 包括 
无 穷 远 点 在 内 的 复 平面 称 为 有 限 平面 ,或 者 就 称 复 平面 . 对 于 复数 


oo 来 说 , 实 部 , 虚 部 与 辐 角 的 概念 均 无 意义 ,但 它 的 模 则 规定 为 正 


无 穷 大 , 即 |ce | 二 十 cc. 对 于 其 他 每 一 个 复数 z 则 有 |z| 达 二 oo 
复 球面 能 把 扩充 复 平面 的 无 穷 远 点 明显 地 表示 出 来 ,这 就 是 


它 比 复 平面 优越 的 地 方 . 


为 了 今后 的 需要 ,关于 < 的 四 则 运算 作 如 下 下 規定 : 
加 法 :ae 十 ce 一 ce 十 ae 王 co (a ぞ o) 
滅法 :e 一 oo= ニ oo 一 gw 王 oo (Co 天 co) 
乗法 .e*oo 王 oo・g 三 co (co 天 0) 
] 。77・ 


a 
除法 :一 ==0， 


OO 
ou 


ーoo (a 疾 0), 人 一 oo (天 0, 但 可 为 co)， 
至 于 其 他 运算 :coe 士 co,0'co, 二 ,我 们 不 规定 其 意义 . 像 在 实 变数 


中 一 样 ,三 仍然 不 确定 . 

这 里 我 们 引进 的 扩充 复 平面 与 无 穷 远 点 ,在 很 多 讨论 中 ,能 够 
带 来 方 使 与 和 谐 . 但 在 本 书 以 后 各 处 ,如 无 特殊 声明 ,所 谓 “ 平 面 ” 
一 般 仍 指 有 限 平面 ,所 谓 “ 点 ” 仍 指 有 限 平面 上 的 点 


_S3 复数 的 乘 需 与 方 根 
1. 乘积 与 商 ” 设 有 两 个 复数 


一 (cos TisinO), >。ー ァ (cos の 十 zsinl ) , 
那 末 を を 一 717r (COsO 十 zsing ) (cosO, 十 ising ) 
=rirzs[ (cos の cos め 一 sin の sin の ) 
十 Ksn 外 cos め 十 cos の sin の ) | 
王 7zLcos( の 十 ) 十 sin( の 十 の ) 1. 
于 是 |zizz | = la | |z2 |， (1. 3. 1) 
Arg(ziz2)— Argz Argz,, (1. 3. 2) 
从 而 有 下 面 的 定理 . 
定理 一 ”两 个 复数 乘积 的 模 等 于 它们 ， 
因此 , 当 利 用 向 量 来 表示 复数 时 ,可 以 
说 表示 乘积 xz 的 向 量 是 从 表示 zi 的 向 量 - 
旋转 一 个 角度 Argzs ;并 伸 长 (缩短) 到 |z, | 
倍 得 到 的 ,如 图 1.7 所 示 . 特别 , 当 |z,|=1 
时 ,乘法 变 成 了 只 是 旋转 . 例如 iz 相当 于 ， 图 1.7 
将 = 道 时 针 旋 转 90°, 一 z 相当 于 将 > 道 时 ] 
针 旋 转 180". 又 当 argz: 一 0 时 ,乘法 就 变 成 了 仅仅 是 伸 长 (缩短 ). 


・ 了 グ ・ 


nf 


读者 要 正确 理解 等 式 (1. 3. 2). 由 天 辐 角 的 多 值 性 , 国 些 ,该 等 
式 两 端 都 是 由 无 穷 多 个 数 构成 的 两 个 数 集 ,等 式 (1. 3. 2 表示 西端 
可 能 取 的 值 的 全 体 是 相同 的 . 也 就 是 说 ,对 于 左 端的 任 一 值 , 右 端 


必 有 一 值 和 它 相 等 ,并 且 反 过 来 也 一 样 . 例如 , 设 Zl 二 一 1 ,zs 二 1， 


| タッ ーー ] 
Argz, =x 二 2nz, (2 一 0, 士 1, 士 2,…)， 


Argzs 一 本 十 2m2my Cn 一 0, 士 1, 士 2，…) 9 
Argziza 一 一 了 十 2hry (一 0, 士 1, 士 2 


代入 等 式 (1. 3. 2) 得 
ラ 20z 十 人 の メニ ー テ 十 2kr 
要 使 上 式 成 立 ,必须 且 只 需 二 m 十 n 十 1. 只 要 m 与 各 取 一 确定 


的 值 ,总 可 选取 的 值 使 k= 十 n 十 1, 反 之 也 一 样 . 夺取 ーッ 
_ 0 吊 取 一 1 若 取 を ニー1, 叶 可 取 0 ニー2 或 デー2z 三 0. 


对 于 后 面 的 (1. 3. 5) 式 的 第 二 个 等 式 也 应 当 这 样 来 理解 . 
如 果 用 指数 形式 表示 复数 : 


zi の リー の ， 
那 未 定理 一 可 以 简明 地 表示 为 ， 
ント 2 2 ーー (1. 3. 3) 
由 此 逐步 可 证 ,如果 
re —r(cost tisin0), (k=1,2, ,n), 
CO 
那 末 
を "ター の"Lcos( の 9 十 の 十 … 十 .) 
加 十 zsin( の 十 め 十 … 十 6)」 
rir re tt te), (1. 3. 4) 
按照 商 的 定义 , 当 2 天 0 时 ,有 
52 と 
。 73・ 


由 (1. 3.1) 和 (1. 3. 2) 就 有 


| =， | 与 Argz。 王 Arg 


= 
之 | リー 
< 之 


| 十 Argz」, 
于 是 


一 ,Arg| | ー Argz。 一 Argz」. (1.3.5) 

由 此 得 
定理 二 ， 两 个 复数 的 商 的 模 等 于 它们 的 模 的 商 ; 两 个 复数 的 
如 果 用 指数 形式 表示 复数 ， 

那 末 定理 二 可 以 简明 地 表示 为 


之 2 


0 の (0). ‘(1.3. 6) 


例 ピ 和 正三 形 前 末 條 李 


为 名 二 1 与 zz 二 2 十 i, 求 它 的 另 一 个 顶 


[ 解 ] ] 如 图 1.8, 将 表示 2 一 2 的 
向 量 绕 ,旋转 了 | 或 一 そ | 就 得 到 男 
一 个 向 量 , 它 的 终点 即 为 所 求 的 顶点 
%s( 或 を 3 ). 由 于 复数 e3 的 模 为 1, 转 角 


为 二 ,根据 复数 的 乘法 ,有 
2 一 zi 一 2 了 る > 一 QZ 一 1 
( ) | 2 十 
=| ユー 
2 
所 以 
ed4。 


3—_ V3 1+V3, 
zs 一 2 十 2 な 
类 似 可 得 3 


2. 大 与 根 ”个 相同 复数 > 的 滋 积 称 为 的 ヵ 次 大 > 吉 作 之 "， 


即 


n 个 
如 果 我 们 在 (1. 3.4) 中 , 令 从 .z 到 z, 的 所 有 复数 都 等 于 =, 那 
末 对 于 任何 正 整数 ,我 们 有 
z=7"(cosn0tisinng). (1. 3.7) 
如 果 我 们 定义 二 "一 访 , 那 来 当 x 为 负 整数 时 上 式 也 是 成 立 
的 . 作为 练习 ,由 读者 自己 证 明 ， 
特别 , 当 z 的 模 r==1, 即 > 三 cos の 十 zsin の 時 , 由 (1.3.7) 有 
(cos の 十 zsim の )* 三 cosz の 十 zsinzz の . (1. 3. 8) 
和 送 就 是 様 募 購 (De Moivre) 公 式 . 
公 趟 (1 3.7) 与 (1.3.8) 有 广泛 的 应 用 . 下 面 我 们 用 它们 来 求 
方程 > 的 根 w, 其 中 z 为 已 知 复数 . 
我 们 即将 看 到 , 当 z 的 值 不 等 于 零 时 ,就 有 ?个 不 同 的 w 值 与 
它 对 应 . 每 一 个 这 样 的 值 称 为 = 的 n 次 根 ,都 记 作 之 = , 即 
の ー マ ツタ. ] 
为 了 求 出 根 这, 令 
z=r(cos0+tisin0), w= の (cos の 十 zsin の ) , 


根据 棣 莫 弗 公式 (1. 3. 8) 有 


の "(cosz の 十 zsinz の ) ー ァ (cos の 十 zsin の ) ， 
于 是 
の ディ ァ ) cosz の 王 cOS の 。 sinng=sing. 


显然 ,后 两 式 成 立 的 充 要 条 件 是 
。 75・ 


19 一 0 十 24r, (k=0,+] ,十 2，…). 


由 此 
ーー ーー 
其 中 ,是 算术 根 ,所 以 。 
w= YE cos 一 -2 二 isin + ]. (1. 3. 9) 


ーー 
当 二 0,1,2,…,n 一 1 时 ,得 到 个 相 异 的 根 : 
二 一 一 


Yo =r cos 上 Tisin 也 ， 
7 7 
wi =r "| cos “十 2 join | ， 
n n 
oo ュー カム cos ーー ター リタ 」 amn ーー 
nn 


当下 以 其 他 整数 值 代 入 时 ,这 些 根 又 重复 出 现 . 例如 名 =n 时， 
の 十 27 加 0 十 2727r 


w, ーー アリ | cos 十 zsi 


9 .. 0 
一 六 "| cos 一 十 isin 一 | = ws. 
の 7 


在 几何 上 ,不 难看 出 ; Y z 的 nn 个 值 就 是 以 原点 为 中 心 ,m” 为 半径 
人 


有 约 圆 的 内 接 正 边 形 的 个 顶点 ，。 . 
例 2 求 ツ 1 十 > 


[和解 | 因为 1 一 v 2 


T ここ XA 
COS 一 十 zSIn 一 
4 4 | , 


所 以 ツ 1 二 7 デーツ 2 


COS 


一 十 2pr 二 十 2kz 
十 zsin 4 ” 
4 
(k=0,1,2,3). 
肥 
る 16・ 


ー 8 
の 一 2 |cos 16 十 tsin 18|’ 
w= 2 [es 上 sin 二 | ， 
| 16 16 
YT | en iin zg 
? の ウー 2 [em 16™ Tisin i6z| ， 
ーッ タテ aa。25 中 
ws:—v 2 COS 16™ tsin 16 。 
这 四 个 根 是 内 接 于 中 心 在 原点 半径 为 Y 2 的 圆 的 正方 形 的 
四 个 顶点 (图 1. 9) ,并 且 
て ひ 」 = Co » て ワッ ーーー Tos Ws 一 一 MO. 


$4 区 域 


现在 ,我 们 来 研究 复 变数 的 问题 . 同 实 变数 一 样 , 每 一 个 复 变 
数 都 有 自己 的 变化 范围 . 在 今后 的 讨论 中 ,所 遇 到 的 变化 范围 主要 
就 是 所 谓 区 域 . 

1 区域 的 概念 ”在 讲 区 域 之 前 ,需要 先 介 绍 复 平面 上 一 点 的 
邻 域 . 集 合 的 内 点 与 开 集 的 概念 


. 17。 


平面 上 以 zx 为 中 心 ,6( 任 意 的 正 数 ) 为 半径 的 圆 ， 
|z 一 zo| <@ 
内 部 的 点 的 集合 称 为 mx 的 邻 域 O( 图 1. 10) ,而 称 由 不 等 式 0 过 |z 一 
so | ご 所 确定 的 点 集 为 x 的 去 心 邻 域 
设 G 为 一 平面 点 集 ,z 为 G 中 任意 一 点 . 如果 存在 xm 的 一 个 邻 
域 ,该 邻 域内 的 所 有 点 都 属于 G, 那 末 称 zx 为 G 的 内 点 .如 果 G 内 
的 每 个 点 都 是 它 的 内 点 , 那 末 称 C 为 开 集 . ーー 
平面 点 集 称 罰 一 人 区域, 如果 宅 満 足下 列 両生 条件 : 
1) 万 是 一 个 开 集 ; 、 
の 是 连通 的 ,就 是 说 D 中 任何 两 点 都 条 
-的 一 条 折线 连接 起 来 (图 1. 10). | 


RM P 


图 1. 10 图 1.11 


设 DD 为 复 平 面 内 的 一 个 区 域 ,如 果 点 了 不 属于 DD, 但 在 P 的 
任意 小 的 邻 域内 总 包含 有 DD 中 的 点 ,这 样 的 点 了 我 们 称 为 DD 的 
人 静电 : 的 所 有 边界 点 组 成 DD 的 边界 (图 1.10). 区域 的 边界 可 
能 是 由 几 条 曲线 和 一 些 孤 立 的 点 所 组 成 的 (图 1. 11). 


-包括 无 穷 远 点 自身 在 内 且 满 足 |z| >M 的 所 有 点 的 集合 ， 0 
为 无 舅 远 点 的 邻 域 . 换 句 话说 ,无 穷 远 点 的 邻 域 是 包括 无 穷 远 点 自 ー 
远 点 自身 在 内 , 仅 满足 1z|>M 的 所 有 点 的 集合 , 称 为 无 穷 远 点 


18 。 


区 域 D 与 它 的 边界 一 起 构成 闭 区 域 或 闭 域 , 记 作 . 

如 果 一 个 区 域 D 可 以 被 包含 在 一 个 以 原点 为 中 心 的 圆 里 面 ， 
即 存在 正 数 M ,使 区 域 D 的 每 个 点 都 満足 |z| <, 那 末 り 称 旋 
有 界 的 ,否则 称 为 无 界 的 . 
” ”例如 ,满足 不 等 式 x 过 |z 一 z|<<r; 的 所 有 点 构成 一 个 区 域 ,而 
且 是 有 界 的 ,区 域 的 边界 由 两 个 圆周 |z 一 zo|==7l 和 |z 一 zo| 二 x; 组 
成 (图 1.12(c)) , 称 为 圆 环 域 .如果 在 圆 环 域内 去 掉 一 个 (或 几 个 ) 
点 , 它 仍然 构成 区 域 , 只 是 区 域 的 边界 由 两 个 圆周 和 一 个 (或 几 个 ) 
狐 立 的 点 所 组 成 (图 1. 12C6)). 这 两 个 区 域 都 是 有 界 的 ,而 圆 的 外 
部 : jz 一 zo| >A, 上 半 平 面 :rmz>0、 角 形 域 .0<<argz< ゅ 及 帯 形 域 。 
a<<Imz<<p 等 都 是 无 界 区 域 . 


图 1.12 


2. 单 连通 域 与 多 连通 域 ” 先 介绍 几 个 有 关 平 面 曲线 的 概念 . 
我 们 知道 ,如 果 <(⑦) 和 y( 切 是 两 个 连续 的 实 变 函 数 , 那 末 , 方 
程 组 
z=z(D, y= yD, (ax) 
代表 一 条 平面 曲线 , 称 为 连续 曲线 . 如果 人 
z(t) =zx(t) tiy(), 
那 末 这 曲线 就 可 以 用 一 个 方程 
ッッ (の (SS の 
来 代表 ,这 就 是 平面 曲线 的 复数 表示 式 . 如果 在 区 同 c<Sz<< 上 
» / ひ * ゃ 


zx) 和 y (4) 都 是 连续 的 , 且 对 于 4 的 每 一 个 值 , 有 
[< (2) +[y OT る 0, 

那 末 这 曲线 称 为 光 湿 的 . 由 几 段 依次 相 接 的 光滑 曲线 所 组 成 的 曲 
线 称 为 按 段 光滑 曲线 . 

设 C:z 二 z(t) (Co<z 委 0) 为 一 条 连续 曲线 ,z(a) 与 z(@) 分 別称 
为 C 的 起 点 与 终点 .对 于 满足 ae<h<pa<esp0 的 与 与 己 , 当 三 天 
tz 而 有 =() 一 z(b) 时 ,点 z(41) 称 为 曲线 CC 的 重点 . 没有 重点 的 连 
续 曲 线 C, 称 为 简单 曲线 或 若 尔 当 (Jardan) 曲 线 . 如 果 简 单 曲线 C 


的 起 点 与 终点 重合 , 即 z(a) 一 z(6), 那 末 曲 线 C 称 为 简单 闭 曲 线 


(图 1.13(a)). 由 此 可 知 ,简单 曲线 自身 不 会 相交 . 图 1.13(c) 与 
1. 13(4) 都 不 是 简单 曲线 


z(a) 
(< を (bh) 
<(a)=z(b) 
z<(a) 


简单 . 闭 简单 .不 闭 不 简单 、 闭 不 简单 不 闭 
(a) (の (c) (qd) 
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任意 一 条 简单 团 曲 线 C 把 整个 复 平面 唯一 地 分 成 三 个 互 不 
相交 的 点 集 , 其 中 除去 C 以 外 ,一 个 是 有 界 区 域 ， 称 为 C 的 内 部 ， 
另 一 个 是 无 界 区 域 ， ' 称 为 C 的 外 部 zC 为 它 忆 们 的 公共 边界 . 简单 闭 
i 
TT TTA 

通 域 ( 图 1. 14(a)). 单 连通 域 B 


具有 这 样 的 特征 ， .属于 B 的 任何 一 条 简单 闭 曲 线 ,在 B 内 可 以 经 
es グリ * 


过 连续 的 变形 而 缩 成 一 点 ,而 多 连通 域 就 不 具有 这 个 特征 . 


图 1.14 


SS 复 变 函数 


1. 复 变 函 数 的 定义 


法 则 存在 ,按照 这 一 法 则 ,对 于 集合 G 中 的 每 一 个 复数 x, 就 


个 或 几 个 复数 ww==w 十 iv 与 之 对 应 , 那 末 称 复 变数 吧 是 复 变数 = 的 
函数 (简称 复 变 函数 ) , 记 作 
w= f(z). 

如 果 = 的 一 个 值 对 应 着 w 的 一 个 值 , 那 末 我 们 称 函 数 f(z) 是 单 值 
的 ;如 果 = 的 一 个 值 对 应 着 w 的 两 个 或 两 个 以 上 的 值 , 那 末 我 们 
称 函数 (=) 是 多 值 的 . 集合 G 称 为 /(z) 的 定义 集合 ,对 应 于 G 中 
所 有 を 的 一 切 w 值 所 成 的 集合 C* , 称 为 函数 值 集合 . 

在 以 后 的 讨论 中 ,定义 集合 G 常常 是 一 个 平面 区 域 , 称 之 为 
定义 域 . 并 且 ， 如 无 特别 声明 ,所 讨论 的 函数 均 为 单 值 函 数 . 

由 于 给 全 定 了 一 个 复数 z= 二 x 十 iy 就 相当 于 给 定 了 两 个 实数 x 
和 yy, 而 复数 w= 十 vw 亦 同 样 地 对 应 着 一 对 实数 和 wv, 所 以 复 变 
靖 数 w 和 自 变量 之 间 的 关系 ww 二 了 f(z) 相当 于 两 个 关系 式 : 

LT 

它们 确定 了 自 变 量 为 x 和 y 的 两 个 二 元 实 变 函 数 . 

例如 ,考察 函数 也 二 z’. 令 z= 二 zx 十 iy,w 二 U 十 亿 , 那 末 

。27 ・ 


g 十 み ー( テ 十 め うー メー ッ 2 十 2 テ y/。 
因而 晴 数 w 王 慑 对 应 于 两 个 二 元 实 变 函数 ， 
Ur y, v=2ry. ] 

2. 映射 的 概念 在 《高 等 数学 》 中 ,我 们 常 把 实 变 函 数 用 几何 
图 形 来 表示 ,这 些 几 何 图 形 , 可 以 直观 地 帮助 我 们 理解 和 研究 函数 
的 性 质 . 对 于 复 变 函数 ， 由 于 它 反 映 了 两 对 变量 wv 和 x、y 之 间 的 
对 应 关系 ,因而 无 法 用 同一 个 平面 内 的 几何 图 形 表示 出 来 ,必须 把 
它 看 成 两 个 复 平面 上 的 点 集 之 间 的 对 应 关系 . 

如 果 用 xz 平面 上 的 点 表示 自 变 量 > 的 值 ,而 用 另 一 个 平面 
到 平 面 一 -上 的 点 表示 函数 w 的 值 , 那 末 函数 w= 二 f(z) 在 几 
何 上 就 可 以 看 做 是 把 > 下 面 上 的 一 个 点 集 G( 定 义 集合 ) 变 到 志平 
面 上 的 一 个 点 集 G* (函数 值 集合 ) 的 映射 (或 变换 ). 这 个 映射 通 竹 
简称 为 由 应 数 多 三 1(z) 所 构成 的 映射 . 如果 C 中 的 点 > 被 映射 w 
二 f(z) 映 射 成 G* 中 的 点 凤 , 那 末 四 称 为 > 的 象 ( 映 象 ) ,而 z 称 为 
て の 的 原 象 . 

例如 ,函数 w 一 z 所 构成 的 映射 ,显然 把 平面 上 的 点 二 a 
め 映 射 成 e 平面 上 的 点 ぁ ニ ーー2 十 3 映射 成 w 二 2 一 3i;z， 


二 1 一 2 映射 成 ws=1 十 2i ,4 BC 映 成 A4'B'C' 等 等 (图 1. 15(。)). 
如 果 把 x 平面 和 ww 平面 重生 在 一 起 "不 难看 出 ,函数 也 =z 是 


关于 实 轴 的 一 个 对 称 映射 . 因此 ,一 般 地 ,通过 映射 ww 二 z,z 平面 


上 上 的 任 一 图 形 的 映 象 是 关于 实 轴 对 称 的 一 个 全 同 图 形 ( 图 1 15 
6 


再 来 研究 函数 wz2 所 构成 的 映射 . 不 难 算得 ,通过 函数 w= 
> 生 ー ム 三 1 十 2 和 ニー1 分 別 映 射 到 点 二 一 1,w, 二 3 
十 47 和 ws 一 1( 图 1. 16). 

根据 § 3 关于 乘法 的 模 与 辐 角 的 定理 可 知 ,通过 映射 tw = s,s 
的 辐 角 增 大 一 倍 . 因此 ,z 平 面 上 与 正 实 轴 交 角 为 a 的 角形 域 映射 
成 多 平面 上 与 正 实 轴 交 和 角 为 2a 的 角形 域 ,如 图 1. 16 中 阴影 部 分 所 

e ググ * 


图 1.15 


ルー ッッ ー 2。 マー2 ァ ッ - (1.5. 1) 


”因此 , 它 把 平面 上 的 两 族 分 别 以 直线 y= 土 x 和 坐标 轴 为 渐 近 线 


的 等 轴 双 曲线 
デー ツー の 2 ァ ッ ーー の と 
分 别 映射 成 w 平面 上 的 两 族 平 行 直 线 
如 图 1.17 所 示 . 图 1. 17 (4a) 中 两 块 阴影 部 分 映射 成 图 1.17(6) 中 的 
同一 个 长 方形 . 
下 面 再 根据 (1. 5. 1) 式 来 确定 直线 z==4( 常 数 ) 与 y=g( 党 数) 
. . 23 人 
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图 1.17 


的 象 . 直线 x 一 4 的 象 的 参数 方程 为 
urー ペ ポーy', v=2Ay, 

其 中 > 为 参数 . 消去 参数 > 得 

直角 坐标 方程 为 

oz 一 4 和 2( 和 一 xz 

它 的 图 形 是 以 原点 为 焦点 、 问 

左 张 开 的 抛物 线 (图 1.18 中 的 

虚线 ) 
同样 ,直线 > 一 “的 象 的 方 


程 为 
v=4py (pw), 

它 的 图 形 是 以 原点 为 焦点 、 向 
右 张 开 的 抛物 线 (图 1. 18 中 的 实 线 ). 

跟 实 变 函 数 一 样 , 复 变 函 数 也 有 反 函 数 的 概念 . 
f(z) 的 定义 集合 为 < 平面 上 的 集合 G, 函 数值 集合 为 w 平面 上 的 
集合 G* , 那 末 G* 中 的 每 一 个 点 w 必 将 对 应 着 G 中 的 一 个 (或 几 
个 ) 点 .按照 函数 的 定义 , 存 G* 上 就 确定 了 一 个 单 值 (或 多 值 ) 函 数 


ea 21。 


二 Aw), 它 称 为 函数 包 一 f(z) 的 反 画 数 ;也 称 为 映射 ww 一 了 (z) 的 
逆 映 射 | 

从 有 反 函数 的 定义 可 知 ,对 于 任意 的 wEG" , 有 

w=f lw) 」, 
当 反 函数 該 単 僅 画 数 時 也 有 
> 王 み f(z) |],zEG. 

今后 ,我 们 不 再 区 分 函数 与 映射 (变换 ). 如 果 函 数 ( 上 映射)w== 
了 (z) 与 它 的 反应 数 ( 逆 映射 )z 二 glw) 都 是 单 值 的 , 那 末 称 孙 数 ( 映 - 
和 Dw 一 /0D 是 > 各 上 时 ,我们 也 和 条 全 与 全 6 是 -对 
应 的 . 


$6 复 变 函数 的 极限 和 连续 性 


1. 函数 的 极限 
内 . 如 果 有 一 确定 的 数 4 存在 ,对 于 任意 给 定 的 se 之 0, 相 应 地 必 有 
Ff)—Al<e, 
那 末 称 4 为 /(z) 当 xz 趋向 于 z% 时 的 极限 , 记 作 limf(z) 一 4, 或 记 
作 当 z->zo 时 , f(z) 一 A( 图 1. 19). 


图 1.19 


ea I0. 


这 个 定义 的 几何 意义 是 : 当 变 点 = 一 旦 进入 z。 的 充分 小 的 8 
去 心 邻 域 时 , 它 的 象 点 f(z) 就 落 入 4 的 预先 给 定 的 。 邻 域 中 . 跟 
一 元 实 变 函数 极限 的 几何 意义 相 比 十 分 类 似 , 只 是 这 里 用 圆 形 邻 
域 代替 了 那里 的 邻 区 . 

应 当 注 意 ,定义 中 xz 趋向 于 zo 的 方式 是 任意 的 ,就 是 说 ,无 论 = 
从 什么 方向 ,以 何 种 方式 趋向 于 z。,f(z) 都 要 趋向 于 同一 个 常数 
4. 这 比 对 一 元 实 变 函数 极限 定义 的 要 求 苛刻 得 多 . 

关于 极限 的 计算 ,有 下 面 两 个 定理 . 

補 理 一 设 人 (5 二 KE 本 各 CR A= ti = 
十 iyo， 那 末 lim7 (z) 一 4 的 充 要 条 件 是 


limutz,y) uo, imolz,y) = 
[p> 如 果 lim/() 一 4， 那 末 根据 极限 的 定义 ,就 有 ， 
当 0< | (zx 十 iy) 一 Co tiy,) | 过 6 时 ， 
| Cw 十 iv) 一 (wo 十 iw0) | <g. 
或 当 0< V (テー ティ o)* 十 ( ッ ー ゅ yo の) で て @ 时 ， 
| (zx 一 xz) 十 iu 一 zzo) | <e. 
因 紫 , 当 0< V (Z 一 Zo) 十 (yy 一 yo) <6 时 ， 
|iu— wo | <g lv—vo <g. 
这 就 是 说 
limu(x,y)=u, limvlz,y)=v: 


< 
テキ リツ 0 y+ yo 


反之 ， 如 果 上 面 两 式 成 立 , 那 末 当 0 二 (Xx—X0o) + (y—y0)’: です 
时 ,有 

lz 一 4 | ご テ , lv 一 oj < 了 
而 | 7 一 4 1 テモ 1(& 一 6) 十 一 の ) SS 一 | 十 lg 一 s。 | 所 


以 , 当 0 过 |z 一 zo| 过 6 时 ,有 
。26 。 


€., € 
(の 一 Al< テ ナラ テー 
即 limf(z)=A. 
ーー [ 証 単 ] 

这 个 定理 将 求 复 变 函 数 f(z)= 二 u(x,y) 十 iv(z,y) 的 极限 问题 
转化 为 求 两 个 二 元 实 变 函 数 2 一 xzyy) 和 vv 一 v(Czyy) 的 极限 问 
题 . 

根据 定理 一 ,读者 不 难 证 明 , 下 面 的 极限 有 理 运 算法 则 对 于 复 
变 函数 也 成 立 . 

定理 二 如 采 limy (一 4,limg(z) 一 已 , 那 末 

1) lim[ f(z)+g(z)j]=A+B; 

2) limf (z)g(z)=AB; 


3) lim 一 -一 全 (BF0). 
sg て 


0 正明 画数 (ーーー 当 >0 时 的 极限 不 存在 . 


」 令 z 一 并 十 2y， 则 


( ヶ ) 一 一 ) 
1 
由 此 得 uz,y) 一 斑竹 二 12(212) 0 让 z 沿 直线 y=kz 趋 于 
、, 我 们 有 
ma n= i jm 一 1 
2 4 Fl アワ キア YT 一 (1 十 だ だ うう + 1 十 だ 
显然 ， Ul 所 以 ia Ce 不 存在 軸 欠 Hm, 
ーー 


の =0, 介 根 所 定理 一 lm/(x) 不 存在 
”此 题 也 可 以 用 另 一 种 方法 证 明 . 令 z 二 zeosb 二 iing), 岗 


rcosd 


>) テー ーcos の . 
A 
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当 z 沿 不 同 射线 argz 王 の 趋 于 零 时 ,f(z) 趋 于 不 同 的 值 .例如 ,z 沿 


正 实 轴 argz 一 0 趋 于 0 时 ,f(z) 一 1;z 沿 argz 一 下 趋 于 0 时 ,f(z) 一 1 


0. 故 limf(z) 不 存在 . 
2. 函数 的 连续 性 
下肢 如果 limyjz)= 一 Am), 那 末 我 们 就 说 <) 在 z 处 连续 . 


如果 了 (z) 在 区 域 内 处 处 连续 ,我 们 说 CO) 在 上 内 连续 ”~ 
根据 这 个 定义 和 上 述 定理 一 ,容易 证 明 下 面 的 定理 三 ~ 
定理 三 晒 数 f(z) 二 u(x,y) 十 iv(z,y) 在 z= 二 zo 十 iyo 处 连续 
的 充 要 条 件 是 ;uCz,y) 和 vz,y) 在 (zo,y) 处 连续 
例如 ,函数 f(z) 二 In(ZC 十 y 十 Lz? 一 这 ) 在 复 平面 内 除 原点 
外 处 处 连续 ,因为 w=In(z? 十 y ) 除 原点 外 是 处 处 连续 的 ， 而 v==x? 
一 是 处 处 连续 的 ， 
由 定理 二 和 定理 三 ,还 可 以 推 得 下 面 的 定理 四 . 
:定理 四 1) 在 z 连 续 的 两 个 函数 f(x) 与 g(x) 的 和 、 差 、 积 、 
商 (分 母 在 z 不 为 零 ) 在 z 处 仍 连续 ; 
2) 如 果 函 数 有 二 gz) 在 % 连 续 ,函数 名 二 /(h) 在 加 二 gC) 连 
续 , 那 末 复 合 函 数 ww= f[g(z)] 在 z, 处 连续 . 
从 以 上 这 些 定理 ,我们 可 以 推 得 有 理 整 函数 (多 项 式 、 
デア (*) 三 の 。 十 を 十 g2 の 十 … 十 4 
对 复 平面 内 所 有 的 > 都 是 连续 的 ,而 有 理 分 式 函 数 
” 
是 连续 的 . 
还 应 指出 ,所 谓 函 数 /(z) 在 曲线 C 上 z, 点 处 连续 好 
が バテ eo) * と C. 


在 陸 昌代 葉 包 指 画 和 点 在 内 的 曲线 段 上 连续 的 函数 <) , 


在 曲线 上 是 有 界 的 . 即 存在 一 正 数 M ,在 曲线 上 恒 有 
20. 
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人 小 结 人 
本 章 学 习 了 复数 的 概念 、 运 算 及 其 表示 和 复 变 函 数 的 概念 及 
其 极限 、 连 续 两 部 分 内 容 . 


1. 复数 的 概念 .运算 及 其 表示 方法 虽然 大 多 在 中 学 已 经 学 
过 ,但 由 于 它们 是 今后 学 习 的 基础 ,因此 仍 应 通过 复习 ,做 到 熟练 
掌握 ,灵活 应 用 。 以 下 几 点 应 当 特 别 注意 : 

(1) 要 正确 理解 辐 角 的 多 值 性 , 即 

Argz 王 argz 十 2&r (を 一 0, 土 1, 士 2 つう, 

掌握 根据 由 给 定 非 零 复 数 = 在 复 平面 上 的 位 置 确定 辐 角 主 值 argz 
的 方法 , 即 关 系 式 (1. 2. 4). 

(2) 熟悉 两 个 复数 与 如 乘积 和 商 的 辐 角 公式 ， 

Arg(ziz2) =Argz Args,, 


Arg 


对 于 这 两 个 公式 ,应 理解 为 等 式 两 端 可 能 取 的 值 的 全 体 相 同 。 

(3) 由 于 复数 可 以 用 平面 上 的 点 与 向 量 来 表示 ,因此 我 们 能 
用 复数 形式 的 方程 (或 不 等 式 ) 表 示 一 些 平面 图 形 , 解 决 有 关 的 许 
多 几何 问题 .例如 ,向 量 的 旋转 就 可 以 用 该 向 量 所 表示 的 复数 乘 上 
一 个 模 为 1 的 复数 去 实现 . 

(4) 为 了 用 球面 上 的 点 来 表示 复数 ,引入 了 无 穷 远 点 和 扩充 
复 平面 的 概念 . 无 穷 远 点 与 无 穷 大 oo 这 个 复数 相对 应 . 所 谓 无 穷 大 
co, 是 指 模 为 正 无 穷 大 ( 辐 角 无 意义 ) 的 唯一 的 一 个 复数 ， 不 3 
上 中 的 元 赤 人 避 正 、 负 无 穿 大 混为一谈 . 

2. 复 变 函数 及 其 极限 、 连 续 等 概念 是 《高 等 数学 》 中 相应 概念 
的 推广 . 它们 既 有 相似 之 处 ,又 有 不 同 之 点 ; 既 有 联系 ,又 有 区 别 . 
读者 在 学 习 中 应 当 善 于 比较 ,深刻 理解 , 决 不 可 忽视 . 

(DD 平面 曲线 (特别 是 简单 闭 曲 线 、 光 滑 或 按 段 光滑 曲线 ) 和 

中 29. 


也 | 一 Argzl 一 Argzz， 
之 2 


平面 区 域 ( 包 括 单 连通 域 与 多 连通 域 ) 是 复 变 函 数理 论 的 几何 基 
础 ,读者 应 当 熟 悉 这 些 概念 ,会 用 复数 表达 式 表示 一 些 常见 平面 曲 
线 与 区 域 ,或 者 根据 给 定 的 表达 式 画 出 它 所 表示 的 平面 曲线 或 区 
域 , 这 在 今后 的 学 习 中 是 非常 重要 的 ， 

(2) 复 变 函数 的 定义 与 一 元 实 变 函 数 的 定义 完全 一 样 ,只 要 
将 后 者 定义 中 的 “实数 ? 换 为 “复数 ?就 行 了 . 将 一 个 复 变 函数 w= 
太 z) 看 成 是 从 z 平 面 上 的 点 集 G( 如 点 、 线 区域 等 ) 变 到 也 平 面 上 
的 点 集 C ”的 一 个 映射 ,使 我 们 对 所 研究 的 问题 直观 化 .几何 化 . 当 
学 习 共 形 映 射 时 ,会 进一步 认识 它 的 重要 性 。 实 际 上 ,在 现代 数学 
中 “函数” 時 全 拍 的 節電 未 本 岳 上 的 区 別居 半 大 
者 的 涵义 更 广泛 而 已 。 

(3) 复 变 函数 极限 的 定义 与 一 元 实 变 函 数 极限 的 定义 虽然 在 
形式 上 相似 ,但 实质 上 却 有 很 大 差异 , 它 较 之 后 者 的 要 求 苛 刻 得 
多 . 在 讨论 一 元 实 变 函数 的 极限 limf(x) 时 ,zx 一 zo 是 指 x 在 zo 的 


邻 区 内 从 zo 的 左右 以 任何 方式 趋 于 xo. 而 在 讨论 复 变 函数 的 极限 
limf (zx) 时 ,z>zo 不 仅 可 以 从 的 左右 两 个 方向 趋 于 zo, 而 且 可 以 


从 名 的 四 面 八方 以 任何 方式 趋 于 zo. 这 正 是 复 变 函数 与 实 变 函 数 
有 许多 不 同 点 的 原因 所 在 .例如 ,第 二 章 中 将 会 看 到 , 复 变 函数 可 
导 性 的 要 求 较 之 实 变 函 数 高 得 多 . 

(4) 复 变 沙 数 纪 二 f(z) 二 w(x,y) 十 iv(zx,y) 有 极限 存在 等 价 
于 它 的 实 部 u(xz,y) 和 和 虚 部 v(x,y) 辣 时 有 极限 存在 ; 复 变 函数 w 
二 u(xz,y) 十 iv(zx，y) 和 连续 等 价 于 它 的 实 部 u(x,y) 和 虚 部 v(x,yy) 
同时 连续 .因此 ,我 们 可 以 将 研究 复 变 函 数 的 极限 .连续 等 问题 转 
化 为 研究 两 个 二 元 实 变 函 数 zx(z,y) 与 wCzyy) 的 相应 问题 ,从 而 
能 证 明 复 变 函 数 的 极限 .连续 的 许多 基本 性 质 和 运算 法 则 与 实 变 
函数 相同 .读者 不 妨 利用 这 个 思想 去 证 明 $ 6 的 定理 二 和 定理 四 . 
实际 上 还 可 以 证 明 :; 在 有 界 闭 域 BB 上 的 连续 函数 ww 二 f(z) 具 有 有 
界 性 ( 即 存在 常数 胡 汪 0, 使 |f(z)| 声 M,zEB), 并 且 |f(z)| 在 B 

s 30* 


上 能 达到 最 大 值 与 最 小 值 ( 即 存在 zz と, 使 | げ (eS げ (| 
|f C2) l= fe | ,z€E B). 


第 一 章 习题 
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3) 人 30) 
2 当 zy 等 于 什么 实数 时 ,等 式 <+1 寺 1 一 3) エー ジー1 十 成立? 
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4. 证 明 
1) |z|:=z 2§ 2) 思 士 zz: 一 五 十 元 


3) Z1Z2 ーッ 4 ) 图 = 人 ,zz 0 
5) z=z; 
1 1 
6) Re(z)= 3 (z+z), Im(z)= 7 (sz— 2). 
5. 0 z,z? 一 |z|: 是 否 成 立 ? 如 果 是 ， 从 册 证明 和 如果 入 大， 全 
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c 为 实 常数 , 则 c< 王 5; 
若 z 为 纯 虚 数 , 则 ZZ 
ん ti< 27 5 
狼 零 的 辐 角 是 零 ， 
缴 仅 存在 一 个 数 =, 使 得 二 一 
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8. 性 下 列 复数 化 为 三 三 角 表 示 式 和 指数 表示 式 ; 
D EE TM 2) 一 1 ニン オジ wm 


-es ーe^ ] 31・ 


x 


5 ) 
. 将 下 列 坐 标 变换 公式 写成 复数 的 形式 ; 
1) 平移 公 起 ,| 


の) 旋转 公式 ,| 


3) 1 十 V 3 4) 1 一 cose 十 zsin の (0E ET); 


2 6) (cos5 み 十 zsin5 の ) 
ー1 十 だ (cos39— zsin3 の )? 


二 Xl 十 i， 


ッッ タ 」 十 名 


テニ ィ 1COS@ 一 1S1n の 。 


ッ マー ィ 1S1n@ 十 1COS の . 


10. 一 个 复数 乘 以 一 i, 它 的 模 与 辐 角 有 何 改变 ? 
11. 证 明 ， [zi 十 zz | 于 并 说 明 其 几何 意义 . 
12. 证 明 下 列 各 题 : 


1) 任何 有 理 分 式 函 数 RG うー と 可以 化 訪 的 形式 、 其 中 


与 了 为 具有 实 系数 的 z 与 y 的 有 理 分 式 函 数 ，; 


XY. 


2) 如 果 尽 (z) 为 1) 中 的 有 理 分 式 函 数 ,但 具有 实 系数 , 那 末 RC(z)== 


3) 如 果 复 数 a 十 必 是 实 系数 方程 
a 十 qz 十 十 an_1z2 十 ax 二 0 ] 


的 根 , 那 末 za 一刀 也 是 它 的 根 . 


13. 


14. 


如果 z= er 入 中 明 : 
- 1) 2 十 二 一 2cosnii 2) 2 — 2isinnt. 
x _ を 
求 下 列 各 式 的 値 : 
1) (~v 3 一 の 5 2) (1 十 の "」 
3) ツー1., _ 4) Ds. 


. 若 ( 十 让 "二 (1 一 2)*, 试 求 的 值 . 
. 1) 求 方程 x 十 8 一 0 的 所 有 根 ; 


2) 求 微分 方程 ツア 十 8y 三 0 的 一 最 解 . 


. 在 平面 上 任意 选 一 点 <, 然后 在 复 平面 上 画 出 下 列 各 点 的 位 置 ， 


ー _ 1 1 1 
ーー ) 
を ba 之 


. 已 知 两 点 xz 与 z;( 或 已 知 三 点 名 を を うっ 回 下 列 各 点 < 位 于 何 处 ? 


1 ) z= (tata); 
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2) zz 二 Azi 十 (1 一 A)z, ,其 中 A 为 实数 ， 


3) st. 
, 设 zz 三 点 适合 条 件 :zi 十 zz 十 zs 一 0, zw | 一 |zz| 一 |zs| 一 1. 证 
思 ,a 是 内 接 上 位 国 |2| 一 1 的 “个 下 向 形 的 大 上 
20. 如 果 复 数 zi、\ZzsZ3 满 足 等 式 


ぞ 2 2] 和 1] 3 
ーーー デ デー ーー デー デー * 
る 3 这] そ ッ ーー そ 3 


证 明 
[zs —z1|= |zs zi | 一 |z2 — zs | 9 
并 说 明 这 些 等 式 的 几何 意义 ， 
21. 指出 下 列 各 题 中 点 z 的 轨迹 或 所 在 范围 ,并 作 图 : 
1) |z—5|=6; 2) |z 十 27| 之 1; 
3) Re(z 十 2) テ ー]1j』 4) ReG >) 三 3 
5) |z 十 中 | 一 引 』 6) |z 十 3| 十 |z 十 1| 一 4; 
7) Im(z)SS2 8) ーーー | 之 1; 
9) 0<<argz<<r; 10) arg(z 一 りり = 
22， 描 出 下 列 不 等 式 所 确定 的 区 域 或 闭 区 域 ,并 指明 它 是 有 界 的 还 是 无 
界 的 , 单 连通 的 还 是 多 连通 的 
1) Im(z)>0; 2) ls 一 1|>4; 
3) 0<Re(z)<1; 4) 2 委 |z| 委 3; 


5) jz 一 1| 过 |z 十 3| 6) 一 1<argz<< 一 1 十 zf; 

7) |z 一 1|<4|z 十 1 8) 1z 一 2| 十 |z 十 2| 魏 6; 

9) |z—2|—|z+2|>1; 

10) > 一 (2 十 の 一 (2 一 の を 4 
23. 证 明 复 平面 上 的 直线 方程 可 写成 ， 

a z 十 5z 一 cy(a 天 0 为 复 稼 数 ,c 为 实 常 数 ). 
24. 证 明 复 平 面 上 的 贺 周 方程 可 写成 . 
zx 之 十 a z 十 az 十 c 一 0,( 其 中 a 为 复 常数 ,c 为 实 常数 ). 

25. 将 下 列 方程 (为 实 参数 ) 给 出 的 曲线 用 一 个 实 直 角 坐 标 方程 表 出 : 

1) z=t(l1 十 2); 2) z 二 acost 十 ibsint, (ab 为 实 常数 )，; 

。 33. 


27. 補 許す 3) 放 > つつ 


3) z 一 上 十 二 4) z ニ デ 十 方 」 
5) zx 一 achi 十 ipsht,(a:p 为 实 常 数 )， 
6) > 一 Ce “十 pe 一 ; 7) z=e“(a=a 十 为 复数 )， 
26. 函数 w 一 二 把 下 列 平面 上 的 曲线 映射 成 w 平面 上 怎样 的 曲线 ? 
1) <* 十 アー4: 2) y=Z; 
3) z=1; 4) (テー1)* 十 字 1. 
27. 已 知 上 映射 w= 二 z’, 求 : 
1) 点 名 二 zs 二 1 十 izs 二 V3 十 i 在 多 平面 上 的 象 ; 
2) 区 域 0 ご argz く 一 在 w 平面 上 的 象 . 
28. 证 明 § 6 定理 二 与 定理 三 . 
加， 设 函数 f(z) 在 zo 连续 且 f(zo) 关 0, 那 末 可 找到 zo 的 小 邻 域 , 在 这 邻 
域内 f(z) 关 0. 
30. 设 limf(z) 一 4, 证 明 了 f(z) 在 zo 的 某 一 去 心 令 域内 是 有 界 的 , 即 存在 
一 个 实 常 数 >0, 使 在 zo 的 某 一 去 心 邻 域内 有 |fCz)| 志 MM. 
31. 设 


试 证 当 xz 一 0 时 f(z) 的 极限 不 存在 : 
32. 试 证 argz 在 原 点 与 负 实 辅 十 不 3; 


af is 2 < pr -上 < っ 
| プ 。1 | | ー tr- 2 | a | 
つう pon BE | < ーー 、、 
一 Ha す は ゃ | < 一 
> / 


oF He ‘| < ご Ha 
ジフ H ら ) o> = 


i 34。 


第 二 章 解析 函数 


解析 函数 是 复 变 函数 研究 的 主要 对 象 , 它 在 理论 和 实际 问题 
中 有 者 广泛 的 应 用 .本章 在 介绍 复 变 函数 导数 概念 和 求 导 法 则 的 
基础 上 ,着重 讲解 解析 函数 的 概念 及 判别 方法 ;接着 ,介绍 一 些 党 
用 的 初等 沙 数 ,说 明 它 们 的 解析 性 ;最 后 以 平面 流速 场 和 静电 场 的 
复 势 为 例 ,说 明 解 析 函 数 在 研究 平面 场 问题 中 的 应 用 . 


$1 解析 函数 的 概念 


1. 复 变 函数 的 导数 与 微分 
iD 导数 的 定义 
定义 设 函 数 思 二 f(z) 定 义 于 区 域 . z 为 万 中 的 一 点 ,点 
zo 十 Az 不 出 DD 的 范围 .如果 极限 
im Le tA ー ア (eo) 


Az-w0 


存在 , 那 末 就 说 f(z) 在 s。 可 导 . 人 の 在 zo 的 导 
数 , 记 作 


dw 
7 ーー ーー 
了 zo) dz ] < 0 az 


也 就 是 说 ,对 于 任意 给 定 的 ge と 0, 相 友 地 有一 条 8(e)>0, 使 得 当 
0 二 |Az| 过 6 时 ,有 ] 
| f (zo Az)— f (zo) 
Az 


(mm 十 Az) ー ア (es。) 
A . (2.1.1) 


ー プ Ge) | <e 

应 当 注意 ,定义 中 z 十 Az>z,( 即 Az>0) 的 方式 是 任意 的 , 定 
义 中 极限 值 存在 的 要 求 与 am 十 Az->a 的 方 就 是 说 , 当 
= 十 Az 在 区 域 刀 内 以 任何 方式 趋 于 x 时 ， 信二 バ co 
s 35 。 


都 趋 于 同一 个 数 . 对 于 导数 的 这 一 限制 比 对 一 元 实 变 函 数 的 类 似 
限制 要 严格 得 多 ,从 而 使 复 变 可 导 函 数 具有 许多 独特 的 性 质 和 应 
用 . 


如 果 f(z) 在 区 域 D 内 处 处 可 导 , 我 们 就 说 f(z) 在 の 内 可 导 ， 


例 1 求 f(z)==z 的 导数 . 


[ 解 ] 因为 
lim et A f(z) jim +) 一 
-ine a 2 
所 以 f' (z) = 2z. 


wa ri 征 否 同 叶 ? 


tan 20 tA 


lim 
jim ム A ィ 十 2Ayz 
Az—0 AZ 十 Ayz 


设 z 十 Az 沿 着 平行 于 > 轴 的 直线 趋 
2. 1) ,因而 Ay 二 0. 这 时 极限 
hm A+ 2 jim A 


三 1. 


. 1 
Ac 人 AZ 


和 于 因而 Ar 0. 这 时 极限 


一 一 一 

AZ 十 2AX |， 2Ayz 
scr0 AzTAy ano Ayz 

所 以 が > テテ ェ 十 2 的 导数 不 存在 . 

i) 可 导 与 连续 “从 例 ? 可 以 看 出 ,函数 /(z) 一 x 十 2yi 在 复 
平面 内 处 处 连续 却 处 处 不 二 导 . 然而 , 反 过 来 我 们 容易 证 明 在 z。 
的 可 馬 貴 数 必定 在 zo 连续 . 

事实 上 ,由 在 zx。 可 导 的 定义 ,对 于 任 给 的 e>0, 相 应 地 有 一 从 
6>0, 使 得 当 0 二 |Az|<<6 时 ,有 

。36°* 


二 2， 


Af Ca) 


ー ア (es。) | <e. 
内 oCAz) 一 este (so) ー ア ()。 
那 末 ] Him Can 0 . 
由 此 得 
(es。 十 Az) 一 (eo) モア (zo)Az 十 p(Az)DAz. (2.1.2) 
所 以 limf (zxo 十 Az) 一 /2zo) ) 
即 f(z) 在 z 连续， 


证 ) 求 导 法 则 由 于 复 变 函数 中 导数 的 定义 与 一 元 实 变 函 
数 中 导数 的 定义 在 形式 上 完全 相同 ,而 且 复 变 函数 中 的 极限 运算 
法 则 也 和 实 变 函数 中 的 一 样 ,因而 实 变 函数 中 的 求 导 法 则 都 可 以 
不 加 更 改 地 推广 到 复 变 函数 中 来 ,而 且 证 法 也 是 相同 的 . 现 将 几 个 
求 导 公式 与 法 则 罗列 于 下 : 

1) (o)' 一 0, 其 中 < 为 复 常数 . 

2) = ;其 中 罰 正 整数 . 

3) fo 上 Lg | =f (tg (2). 

4) [f(z)g(z)] = (z)g(z) f(z)g' (2), 


J (z) 7 
5) [3 | = っ で つう Lg の 7 の 一 7 の g @)],g (2) £0. 


6) (7LgG) 一 广 (w)g'(z) , 基 中 w=g(2. 

DF (の ニー こう ' 其 中 w= 二 f(z) 与 xz 一 多 由) 是 两 个 马 为 反 函 
数 的 单 值 函数 ,上 且 の (e) 苑 0. 

iv) 微分 的 概念 ”和 导数 的 情形 一 样 ， 复 变 函数 的 微分 概念 ， 
在 形式 上 与 一 元 实 变 函 数 的 微分 概念 完全 一 样 . 

设 函 数 w= 二 f(z) 在 z 可 导 , 则 由 (2. 1.2) 得 知 

Aw=f (zo Az)— f(zo)=f (z。)Az 十 p(Az)A 
其 中 im As) 一 0. 因此 , |pCAz)Az| 是 |Az| 的 高 阶 无 穷 小 量 ,而 
(so)Az 是 函数 由 = 了 f(z) 的 改变 量 Aw 的 线性 部 分 . 我 们 称 
。37。 


ア (s。)Az 为 函数 = ニア) 在 点 z 的 微分 , 记 作 
do —=f' (zo) Az, (2. 1. 3) 
存在 ,而 称 画 狐 727 在 zo 可 微 . 
特别 ， ro z 时 ,由 (2.1. 3) 得 dz 二 Az. 于 是 (2. 1. 3) 变 为 
dw=f'(z,) ツ ds, 
即 f = 


由 此 可児: 函数 区 三 人 (z) 在 z。 可 导 与 在 z 可 微 是 等 价 的 . 
一 如 策 /Ce 在 区 域 忆 内 处 处 可 微 , 则 称 _Az) 在 万 内 可 微 ， 
2. 解析 函数 的 概念 ”在 复 变 函 数理 论 中 ,重要 的 不 是 只 在 个 
别 点 可 导 的 函数 ,而 是 所 谓 解析 函数 . 
定义 ”如果 函数 f(z) 在 zo 及 z 的 邻 域 内 处 处 可 导 , 那 末 称 
f(z) 在 z 解析 . 如果 f(z) 在 区 域 D 内 每 一 点 解析 , 那 未 称 了 (z) 在 
の 内 解析 ,或 称 f(z) 是 D 内 的 一 个 解析 函数 (全 纯 函 数 或 正则 函 
数 )、 
如果 f(z) 在 x 不 解析 , 那 末 称 z 为 f(z) 的 奇 点 . 
由 定义 可 知 函数 在 区 域内 解析 所 在 区 域内 可 导 是 等 从 的 但 


比 相 这 提 外 本 时 的 要 求 要 训 得 多 ， 
例 3 研究 函数 f(x) 一 z,g(z) 二 x 十 2yi 和 有 (z) 二 |z|? 的 解 
析 性 . ーー 

[和解 」 由 解析 函数 的 定义 与 本 节 的 例 1、 例 2 可 知 ,/(z) ニッ 
在 复 平面 内 是 解析 的 ,而 gz) テ ェ 十 2yz 却 处 处 不 解析 . 下面 研究 
A(z) 一 |z| 的 解析 性 . ] 

由 于 

ヶ (so 十 As) 一 ん (so) | 十 Az 一 EMI 
Az Az 


(z 十 Az)( 志 二 RD) oR 
= +R 全 、 
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全 和 一个 有 理 分 式 表 数 (在 不 全 分 母 为 罕 的 点 的 区 域内 是 解 


易 见 , 如 果 zo 二 0, 那 未 , 当 Az 一 0 时 ， 上 式 的 慑 限 是 零 如果 z。 導 0, 
令 s 十 Az 沿 直线 

「 ッ ー yo 三 を (テー ァ o。) 

趋 于 zo, 由 于 的 任意 性 ， 


不 趋 于 一 个 确定 的 值 . 所 以 , 当 Az っ >0 时 ,比值 
的 极限 不 存在 . 
因此 ,h(z)==|z| 仅 在 z= 0 处 可 导 ， 而 在 其 他 点 都 不 可 导 . 由 


h(zo Az)—h(zo) 
Az 


定义 , 它 在 复 平面 内 处 处 不 解析 . 


例 4 研究 函数 w= 二 的 解析 性 . 
[ 解 ] 因为 w 在 复 平面 内 除 点 z=0 外 处 处 可 导 , 且 
dw_ 1 
dz 22 
所 以 在 除 = 一 0 外 的 复 平面 内 ,函数 w= 二 处 处 解析 ,而 z=0 是 它 
的 奇 点 . / 
根据 求 导 法 则 ,不 难 证 明 : 
定理 ”1) 在 区 域 忆 内 解析 的 两 个 函数 /(x う 与 gx 的 和 、 差 、 
根 : 商 (除去 分 母 为 零 的 点 ) 在 D 内 解析 . 
2) 设 函数 h=g(z) 在 z 平 面 上 的 区 域 D 内 解析 , 画 数 w= 
が め 在 ヵ 平 面 上 的 区 域 G 内 解析 . 如 果 对 D 内 的 每 一 个 点 , 函 


A 


数 g(z) 的 对 应 值 都 属于 G, 那 末 复 合 函 数 w=f[g(z)] 在 DD 内 


~ 这 明生 异 于 人 了 亢 椒 及 富国 戏 史 二 JL&8(2)J 往 了 从 


解析 . 
从 这 个 定理 可 以 推 知 ， 所 有 多 项 式 在 复 平面 是 处 


数 , 使 分 母 妨 守 的 点 


* うり * 


$ 2 函数 解析 的 充 要 条 件 


在 上 一 节 中 ,我 们 已 经 看 到 并 不 是 每 一 个 复 变 函数 都 是 解析 
函数 ;判别 一 个 函数 是 否 解 析 , 如 果 只 根据 解析 函数 的 定义 ,这 往 
往 是 困难 的 . 因此 ,需要 寻找 判定 函数 解析 的 简便 方法 . 

首先 考察 函数 在 一 点 可 导 ( 或 可 微 ) 应 当 满 足 什 么 条 件 . 设 函 
数 f(z) 二 u(x,y) 十 v(x,y) 定 义 在 区 域 DD 内 ,并 且 在 了 内 一 点 z 
二 x 十 iy 可 导 . 由 (2.1.2) 式 可 知 , 对 于 充分 小 的 |Az|== |Azx 十 iAy| 
>0, 有 

fz+Az)— f(z)=f (z)Az 十 p(As)Az, 
其 中 limp(Az)=0. | 
fata) fe)=Au ti (2) Toth pA) 一 0 十 
102. 由 上 式 得 
"Ag 十 zAv = (a+id) (ArtiAy) + (ptips) (ArtiAy) 
= (gA ィ 一 の Ay 十 人 A ァ ー pAy) 
十 ICAz 十 aAy 十 CAz 十 CAy)， 
从 而 就 有 
Az 一 AZ 一 PAY 十 CA 一 DrzAy， 
Az 一 pAZz 十 acAy 十 Ar 十 OAy. 
由 于 lim pCAz) =0, 所 以 lim 2a==0, lim 22=0. 因此 得 知 2 


A . 人 


v(z,y) 在 (x,y) 可 微 ,而 且 满 足 方程 
WN ,Wm 
dx dy” dy 9 ヶ 「 
这 就 是 函数 /Csz) 二 x(Czy2) 十 ip(z,y) 在 区 域 刀 内 一 点 < 一 < 十 の 
可 时 的 必要 条 件 . 
方程 
du do du dv 


.9z 39y’ ay ax (2. 2.1) 


称 为 所 西 - 黎 曼 (Cauchy-Riemann) 方 程 . 


LO。 


实际 上 ,这 个 条 件 也 是 充分 的 . 换 句 话说 ,我 们 有 

定理 一 设 允 数 /(z) 二 x(z;) 十 训 (zsy) 定 义 在 区 域 忆 内， 
则 了 (J 在 万 内 一点 < 二 z 十 访 可 导 的 充 要 条 件 是 :uz,) 与 vz， 
六 在 点 (xxx 可 微 ,并 且 在 该 点 满足 柯 西柳 曼 方程 


de の du 23 
azr 3y， ay ar: 
隆 ] 条 件 的 必要 性 上 面 已 经 证 明 ,现在 来 证 明 它 的 充分 性 . 


由 于 
f (z+Az)— f(z)=ul(ztAr, yAy) sulr,y) 
二 i[LvC(x 二 Ax,y 十 Ay) 一 v(x,y)] 
二 Au 十 1Av， ] 
又 因为 (zs 和 の MG 可 知 


の の の の 
Ao 王 FAT Fy HAT TAy, 


这 里 im es 一 0 (k=1,2,3,4). 
Ar—=D 


因此 fe+An—f =| i 多 | az+t| + A 
Ve Ae i 


根据 柯 西 - 黎 曼 方程 
ww aw_。w a 
ay < az ”3z， dy dx” 
所 以 fe+An fa)=| 二 加 | (Az+iay) 
AA 
或 eA MR Le, tie,) A 
+ (etie) 
| | <1, 故 当 As 趋 于 零 时 ,上 式 右 喘 的 最 后 两 硕 


ed。 


都 趋 于 零 . 因此 
7Cz 十 Az) 一 /xz) du 」. 
f(a)= lm AA を 一 到 十 : dx 


这 就 是 说 ,函数 f(z) 二 w(xz;yy) 十 tv(z,y) 在 点 z 二 Zz 十 iy 处 可 导 ， 
[证 毕 ] 


由 和 定理 一 证 明 的 末尾 及 柯 西 - 黎 曼 方程 ,立即 可 以 得 到 函数 


プア (> うーg( そ ッッ ) 十 の ( そ ,y) 在 点 一 z 十 iy 处 的 导数 公式 : 
f= +i ww_ lo 空 (2. 2. 2) 
Se  _ _ --- _ _ ~ 一 


根据 函数 在 区 域内 解析 的 定义 及 定理 一 ,我 们 就 得 到 了 判断 
函数 在 区 域 D 内 解析 的 一 个 充 要 条 件 . 

定理 二 函数 f(z) 二 w(x,y) 十 v(x,y) 在 其 定义 域 D 内 解析 
的 充 要 条 件 是 :uC(z,y) 与 vbz,) 在 DD 内 可 微 ,并 且 满 是 柯 西 - 黎 坚 
方程 (2. 2. 1). ] 

这 两 个 定理 是 本 章 的 主要 定理 . 它们 不 但 提供 了 判断 函数 
f(z) 在 某 点 是 否 可 导 , 在 区 域内 是 否 解 析 的 常用 方法 ,而 且 给 出 
了 一 个 简洁 的 求 导 公式 (2. 2. 2). 是 否 满足 柯 西 - 黎 曼 方程 是 定理 
中 的 主要 条件 . 如 果 f(z) 在 区 域 D 内 不 满足 柯 西 - 黎 曼 方程 , 那 
未 ,f(z) 在 DD 内 不 解析 ;如 果 在 D 内 满足 柯 西 - 黎 曙 方程, 并且 x 
和 vw 具 有 一 阶 连续 偏 导 数 ( 因 而 ww 和 w 在 DD 内 可 微 ), 那 末 ,/(z) 
在 DD 内 解析 .对 于 f(z) 在 一 点 z=x 十 iy 的 可 导 性 ,也 有 类 似 的 结 
论 . 

例 1 判定 下 列 函 数 在 何 处 可 导 , 在 何 处 解析 : 

1) w=z; 2) {l= (cosy 二 siny); 3) w=—=zRe(z). 

[ 解 ] 人 因为 w=x,v= 一 y， 


du の zz 
も ん 
ou uv 

到 一 Dl 


可 知 柯 西 - 黎 曼 方程 不 满足 ,所 以 ゅ = 在 复 平面 内 处 处 不 可 导 ， 
。 イク ェ ' 


处 处 不 解析 . 
2) 因为 w= 二 e"cosy,v 二 e'siny， 


ds OS i 
3x ec プル 2y _ € SIT1 Y 
の りー 務 1 の の そ 
うー Siny， 2y “ COS ツ > 
从 而 
du _ の? dt _ RM 
dx dy’ dy ar 


并 且 由 于 上 面 四 个 一 阶 偏 导数 都 是 连续 的 ,所 以 f(z) 在 复 平 面 内 
处 处 可 导 , 处 处 解析 ,并 且 根 据 (2. 2. 2) 式 ,有 
这 个 函数 的 符 点 在 于 它 的 导数 是 其 本 刁 ,今后 我 们 将 知道 这 个 消 
数 就 是 复 变 函 数 中 的 指数 函数 . 

3) 由 ーーzRe(z) 王 ン " 十 テッ y) 得 z 王 < アッ ティ ッッ 所以 


dt du 
区 二 4， 3y 0 
% __ % __ 
az > 3y < 


容易 看 出 ,这 四 个 偏 导数 处 处 连续 ,但 是 仅 当 > ニッ 0 时 ,它们 才 
満足 本 西 - 黎 曼 方程 ,因而 函数 仅 在 *=0 可 导 , 但 在 复 平面 内 任 
何 地 方 都 不 解析 

例 2 设 函 数 Fz) 王 z2 十 azry 十 0 十 cz 十 dzy 十 吧 ), 问 常 
数 a,5,c,d 取 何 值 时 ,f(z) 在 复 平面 内 处 处 解析 ? 


gu の zz 
[和解 」 由 于 ュー 2 テ 十 6 光一 az 十 20y， 
びり の の 
区 二 2cxz 二 dy， 3 一 4z 十 23， 
du_ do du_ N 
从 而 要 使 Dr ay， ay _ 2 ヶ * 
内需 2 十 ay 一 GZ 十 2yy2cz 十 dy 一 一 QZ 一 28y 


因 此 , 当 2 王 2,.6 ニ ー1,c=ー1,gー2 时 ,此 函数 在 复 平面 内 处 处 解 
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析 . 

例 3 如果 だ (⑫) 在 区 域外 外力 究 , 那 未 げ e) 在 の 内 罰 ー 
常 数 . 

[证 因 久 アニ 学 +, デー ピー, 0, 
% ww み 3 


x dy _ dx 2y 


所 以 x 一 常数 ,z 一 常数 ， 因 而 >) 在 の 内 直営 数 . 


すき 


[证 毕 ] 
例 3 与 下 面 的 例 4 给 出 了 解析 函数 的 两 个 重要 性 质 ， 在 许多 
实际 问题 中 很 有 用 处 . 
如 果 fl2) =u+ 为 一 解析 函数 , 且 f(z) 关 0, 那 未 曲 
线 族 w(z,y)= 二 cl 和 v(x,y) 二 cs 必 互 相 正 交 ,其 中 clycs 为 常数 . 
[证 ] 由 手 アー ニム 十 デ 0 敵 g。 与 ww 必 不 多 为 零 
如 果 在 曲线 的 交点 处 z 与 w 都 不 为 零 , 由 隐 范 数 求 导 法 知 ， 
曲线 族 zx(z,y) 一 ci zy) 一 cs 中 任 一 条 白 做 的 舍 率 分 别 为 
=— uz/uy 和 ーッ 。/?。 
有用 
ね ・ を テバ (一 gg./%)・( 一 g。/ セ うー(ー の /) * (uy/vy)= ー1. 
因此 ,曲线 族 z(z,y) 三 c」 和 (テッ ) テ c。 互相 正 交 . 
如果 z。 与 w 中 有 一 个 为 零 , 则 另 一 个 必 不 为 零 , 此 时 容易 知 
道 两 族 中 的 曲线 在 交点 处 的 切线 一 条 是 水 平 的 , 另 一 条 是 铅 直 的 ， 
它们 仍 互相 正 交 ， 


由 例 4 可 和解 析 画 数 wー ビ ニー デーy2ryr。 当 =0 時 
ー2z デ 0. 所 以 曲线 族 
アー ゲー ロッ 2 アッ ツーン c2 


必 互 相 正 交 ( 参 外 第 一 章 $ 5 图 1.17(a)). 
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S3 初等 函数 
本 节 将 把 实 变 函 数 中 的 一 些 常用 的 初等 函数 推广 到 复 变数 
的 情形 ,研究 这 些 初 等 函数 的 性 质 , 并 说 明 它 们 的 解析 性 ， 
1. 指数 函数 ”在 《高 等 数学 中 ,我 们 已 经 知道 ,指数 孙 数 2 


对 任何 实数 z 都 是 可 导 的 ,上 且 (e*)'=e. 为 了 将 它 推 广 到 复 变数 


的 情形 ,我 们 很 自然 地 想到 在 复 平 面 内 定义 一 个 函数 f(z) ,使 它 
满足 下 列 三 个 条 件 : 
iD jz) 在 复 平面 内 处 处 解析 ; 
i) f (z)= f(z); 
在 本 章 82 例 1 的 2) 中 早已 知道 ,函数 
fz) =e" (cosytisiny) 
是 一 个 在 复 平面 内 处 处 解析 的 函数 且 有 六 (zx) 二 f(z), 并 从 上 式 
显然 可 见 , 当 Im(z) 一 y 王 0 时 , f(z) 二 7. 所 以 ,这 个 函数 是 满足 条 
件 りう, ,让 ?的 函数 ,我 们 称 它 为 复 变数 z z 的 指数 函数 , 记 作 
expz 一 er(cosy 十 isiny). (2. 3. 1) 
这 个 定义 等 价 于 关系 式 : 
pl ーー | (2. 3. 2) 
rg (expz) ーッ 十 2 を 7, 
其 中 处 为 任何 整数 出 03. 3.2) 中 的 第 一 式 可 知 


expz テ 0. 
跟 e" 一 样 ,expz 也 服从 加 法 定理 ; 


expz! * expz2 =exp(z1 +z2). (2. 3. 3) 
事实 上 , 设 2 一 ZI 十 zy > を > 一 十 202 , 按 定 义 有 


expz1 ・expz。 =e"i(cosyitisinyi) * e™(cosystisiny,) 


=e"it*2[ (cosyicosys—sinyisinys)+ 


十 z(sin yicosy。 十 cos ysin y2 ) ] 
デー の [cos(y 十 2) 十 ssin(y 十 y2) | 
「 ' ・ 45。 


ーexD( を 」 十 を 。). 


鉴于 expz 満足 条件 ii ) ， 目 加 法 定理 也 成 立 ,为 了 方便 ， 我 们 
往往 用 〆 代替 expz. 但 必须 注意 ,这 里 的 没有 和 寡 的 意义 ,仅仅 


厦 为 代 营 expz 的 符号 使 用 (第 的 意义 在 下 面 再 讲 ). 因此 我 们 就 有 
の ーe(cosy 十 zsiny). (2.3.4) 
特別 , 当 Z 一 0 时 ,有 - 


ーーe ツ ーーcosy 十 Zsin y- (2.3.5) 


由 加 法 定理 ,我 们 可 以 推出 exp 的 周期 性 . 它 的 周期 是 2kmz， 


即 
Cr ee" =e 
其 中 为 任何 整数 ,这 个 性 质 是 实 变 指数 函数 。 所 没有 的 
2. 对 数 函 数 ” 和 实 变 函 数 一 样 ,对 数 函 数 定义 为 指数 函数 的 
反 肾 数 .我们 把 满足 方程 
e の ーッ (<#0) 
的 函数 外 =f(z) 称 为 对 数 函 数 . 令 w= 二 wu 十 加 ,z 二 re”, 那 末 
一 一 一 一 一 一 


2 干 认 一- 3 
| 所 以 2 一 jnr， 一 人 
因此 _ w=In|z|+iArgz.— 


由 于 Argz 为 多 值 函 数 , 所 以 对 数 函 数 ww 二 パ る ) 方 多 全日 委 
并 且 每 两 个 值 相 差 2xi 的 整数 倍 , 记 作 - 
Lnz 三 jnlzl 土 Argz、 (2.3.6) 
如果 規定 上 式 中 的 Argx 取 主 值 argz, 那 末 Lnz 为 一 单 值 函数 , 记 
作 lnz, 称 为 Lnz 的 主 值 . 这 样 ,我 们 就 有 ] 
jnz 一 In|z| iargz. (2. 3. 7) 
而 其 余 各 个 值 可 由 
Lnz 三 Inz 十 2&zz (&R 一 士 1, 士 2，…) (2. 3. 8) 
0 对 于 每 一 个 固定 的 (2.3. 8) 式 为 一 单 值 函 数 , 称 为 Lnz 的 
ーー 全員 当 > ティン 0 时 ,Lnz 的 主 什 Inz 一 Inz, 就 是 实 变数 对 数 
。 46・ 


例 』 求 Ln2,Ln( 一 1) 以 及 与 它们 相应 的 主 值 . 

[ 解 】 因为 Ln?2=1ln2 十 2kri, 所 以 它 的 主 值 就 是 in2. 而 
Ln( 一 1) 一 lni 十 iArg (一 1) 一 (2 十 1)xi(k 为 整数 )， 
所 以 它 的 主 值 是 In( 一 1) 一 zz NE 

在 实 变 函数 中 ,负数 无 对 数 . 此 例 说 明 这 个 事实 在 复数 范围 内 
不 再 成 立 ,而 且 正 实数 的 对 数 也 是 无 穷 多 值 的 . 因此 , 复 变数 对 数 


隆 数 是 实 变数 对 数 函 数 的 拓 三 、 
利用 辐 角 的 相应 的 性 质 , 不 难 证 明 , 复 变数 对 数 函 数 保持 了 实 


变数 对 数 函 数 的 基本 性 质 ， 
Ln(ziz2) =Lne ト Lnes, 


x1 
Ln po 一 Lnz —Lnz,. 


但 应 注意 ,与 第 一 章 中 关于 乘积 和 商 的 辐 角 等 式 (1.3.2) 与 
(1.3. 5) 一 样 , 这 些 等 式 也 应 理解 为 两 端 可 能 取 的 函数 值 的 全 体 是 
相同 的 . 还 应 当 注 意 的 是 ， 等 式 : 


Lnz’=nLnz, 
が の ーー ーー エー 


不 和 再 成 立 ,其 中 ”为 大 于 1 的 正 整数 ( 见 本 章 习题 第 17 題 ). 

我 们 再 来 讨论 对 数 函 数 的 解析 性 . 就 主 值 nz 而 言 ,其 中 In jz| | 
原点 外 在 其 他 点 都 是 连续 的 ,而 argz 在 原点 与 负 实 连 _ 
续 . 因为 若 设 xz 二 x 十 iy, 则 当 z<0 时 ， 


lim Largz 一 一 ff， 


Wf 一 了 nz 


lim 1 argz—7, 


所 以 ， 除去 原点 与 负 实 轴 ， 在 复 平面 内 其 他 点 nz 处 处 连续 . 综 上 
所 述 ,z=e* 在 区 域 一 < ご v=argz<z ヶ 内 
的. 由 反 画数 的 求 時 法 攻 (見 本 章 § 1) 可 知 


In Inz _ 1 1 


w=lnz 


47e 


所 以 Jnz 在 除去 原点 及 负 实 轴 的 平面 内 解析 . 由 (2.3.8) 式 就 可 知 
和.Lnz 的 各 个 分 支 在 除去 原点 及 负 实 杀 的 平 面 内 也 解析 ,并 且 和 有 


今后 ， 我 们 应 用 対数 菌 数 Lnz 时 , 指 的 都 是 它 在 除去 原点 及 
负 实 轴 的 平面 内 的 某 一 单 值 分 支 . 

3. 乗 融 々 与 千 函 数 在 《 高 等 数 学 》 中 , 0 为 
正 数 ,2 为 实数 , 那 末 乘 上 ww 可 以 表示 为 一 ew”, 现 在 将 它 推广 到 
复数 的 情形 . 设 为 不 等 于 零 的 一 个 复数 ,p 为 任意 一 个 复数 ;我 
们 定义 乘 攻 全 为 e 即 


=e™, (2.3.9) 
由 于 Lna 一 me| 十 Karge+ 2kr) 是 多 值 的 ' 因而 a 也 是 多 值 
的 . 当 5 为 整数 时 ,由 于 
アー Lne — opLinlal+iarga 二 2km] 


ーー pillnlaltiargea) 286ri 
一 ec lal & :一 blna 


= g 并 质 的 整数 ,g>0) 时 ,由 于 


=es™l “eos 2 っ "err BCarga-+2km)], 


PR 
9 个 值 , 即 当 &=0,1,…,(o 一 1) 时 相应 的 各 个 值 . 
除 此 而 外 ,一 般 而 论 〆 具有 无 穷 多 的 值 . 
例 2 求 1“% 和 前 人 
[ 解 ] 1 =e =e 
a RR 
(を 三 0, 士 1, 土 2,…), 
i eT eT 
二 e212) (二 0, 十 1 ,十 2,…). 
由 此 可 见 ,# 的 值 都 是 正 实数 , 它 的 主 值 是 e-3 
・ 418. 


(2. 3. 10) 


应 当 指 出 (2. 3. 9) ) 式 所 定义 的 乘 短 和 的 意义 , 当 5 为 正 整 数 
4 有 分数 时 是 与 z 的 2 次 宕 及 a 的 次 根 ( 人 参见 第 一 章 ) 的 意义 


一 至 的 因为 
ij) 当 5 为 正 整数 时 ,根据 定义 


Lng 十 Lnz 十 … 十 Lng (指数 nn 项 ) . 
(因子 二 个 ) 


(因子 ヵ 介 ) 


= ™-=e 
— olna 。 ELne ee er™ 
ーー * a [| ww, 


ii) 当ら 为 分 数 二 时 ,有 
os AEA kr 
n 


一 —Lna TInla | 


argo 十 2 を 
ar=er 一 en 


十 zsin 


ー la は Jos argo 十 2 を 7 
nn 


sin argQ 十 2pr 
十 zsin っ | 


一 Ya， (2. 3. 11) 
其 中 =0,1,2;*…,(n 一 1). 
We Im < カー 复 变 数 ， 就 得 到 一 般 的 震 函 数 w= を) 当 


ーー マッ ァ . 


ae ,本 章 $ 1 中 已 给 出 了 它 的 求 
晴久 八 


 _ 靠 函 数 z* 二 Yz 是 一 个 多 值 函数 ,具有 个 分 支 . 由 于 对 数 
函数 Lnz 的 各 个 分 支 在 除去 原点 和 负 实 轴 的 复 平面 内 是 解析 的 ， 


因而 不 难看 出 它 的 各 个 分 支 在 除去 原点 和 负 实 轴 世 是 
- 解 本 的 , 井 且 _ 


(i YE) = et) ーー 


等 函数 w= 二 (除去 5 一 n 与 一 爾 衝 情 況 外 ) 也 是 一 條 多 値 下 
当 为 无 理 数 或 复数 时 ,是 无 穷 多 值 的 . 同样 的 道理 , 它 的 各 个 
分 支 在 除去 原点 和 负 实 辅 的 复 平面 内 也 是 
be. ] 


4. EMI 根据 (2. 3. 5) ,我 们 有 

> 一 cosy 十 zsiny， 

e an 
把 这 两 式 相 加 与 相 减 ,分 别 得 到 
e ツ 十 e~ iy 


cosy ッ テー タッ Sinyー 


(2. 3. 12) 


现在 把 余弦 和 正弦 函数 的 定义 推广 到 自 变数 取 复 值 的 情形 ,我 们 
COSZ 一 を ーー > Slnz 一 に = 
当 を 为 实数 时 ,显然 这 与 (2. 3. 12) 完 全 一 致 。 
根据 这 个 定义 ,由 于 e 是 以 2zz 妨 周 期 的 周期 歯 数 , 不 难 证 

明 , 余 弦 函 数 和 正弦 函数 都 是 以 2z 为 周期 的 周期 函数 , 即 
cOSs( を 十 2z) 二 cosz， 


也 容易 推出 ,cosz 是 偶 函 数 ， 


cOS( 一 z) 一 COSZ， 


(2. 3. 13) 


sin (z+ 2x) = sinz. 


而 sinz 为 奇 函 数 . 
sin( 一 <)ーー- Sin を. 
此 外 ,由 指数 函数 的 导数 公式 可 以 求 得 
(cosz) 一 一 sinzy (sinz) = cosz. 

所 者 和平 面 内 的 解析 表明 公式 的 情 形 
完全 相同 

从 (2. 3.13), 易 知 
ez 一 cosz 十 isinzx (2. 3. 14) 


普遍 正确 , 即 对 于 复数 而 言 , 欧 拉 公 式 仍 然 成 并 ， 


根据 (2. 3. 13) 及 指数 函数 的 加 法 定理 , ,可 以 推 知 三 角 学 中 很 


.多 有 关 余弦 和 正弦 函数 的 公式 仍然 是 有 效 的 . 例如 


cos(zl 十 zz ) 一 COSziCOSz? 一 SINIZiSInz, » 
sin (21 十 ) = sinzicoOsz, 十 cOS を SI ， | (2.3.15) 
sin“z 十 cos'z 一 ]. 

< 50・ 


由 此 得 
cos(Z 十 zy) 一 cosZcosty 一 sinZslinzy， 


sin(z 十 iy) 一 SinZcoszy 十 cosZslnzy。， 


但 当 z 为 纯 虚 数 zy 时 ,从 (2. 3. 13) 我 们 有 


cosyー ニ ーー デーchy。 
ー (2.3.16) 
。 ， ee . 
sinty = =ishy. 
ma 
所 以 
cos(z 十 iy) 一 coszchy 一 ;sinzshy， ] 
> > > | (2.3.17) 
sin(z 十 iy) 一 Sachy Teorshy, 


这 两 个 公式 在 具体 计算 cosz 与 sinz 用 的 


我 们 还 可 以 从 (2. 3.16) 看 出 : yr jsiniy | 和 |cosiy| 都 


毛 无 穷 大 . 因此 , |sinz| 委 1 和 |cosz| 委 1 在 
逆 . 可 见 sinz 和 cosz 虽然 保持 了 与 其 相应 的 实 变 函 数 的 一 些 基 本 
性 质 ,但 是 ,它们 之 间 也 有 本 质 上 的 差异 . 

其 他 复 变数 三 角 函 数 的 定义 如 下 : 


Secz 一 一 一 ， CSC 々 デー ーーー。 
COSZ sinz 


读者 可 仿照 sinz 与 cosz 讨论 它们 的 周期 性 、 奇 偶 性 与 解析 性 等 . 
与 三 角 函 数 cosz 和 sinz 和 
ンー * 

chz= 


"ーー *.、 


shz デ ーー デー th 
e Fe “ 


2 ' 
分 别称 为 双 曲 人 下 一 和正 当 z 为 实数 工时 ,显然 它 
们 与 《高 等 数学 》 中 的 双 曲 函数 的 定义 完全 一 致 . 


chz 和 shz 都 是 以 2xi 为 周期 的 周期 函数 . chz 为 偶 函 数 ,shz 


为 奇 函 数 , 而 且 它 们 都 是 复 平面 内 的 解析 函数 ,导数 分 别 为 : 


Kchz) 一 shz， (shz)' 三 chz. (2. 3. 18) 
ハハ ・ 
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根据 定义 ,不 难 证 明 


_chiy=cosy, Shiy=isiny (2. 3. 19) 
及 
h y)=ch shzsiny, 
ch(Zz 十 2y) 一 chzcosy 十 ?shzsiny (2.3.20) 


sh (z 二 iy) =shzcosy 二 ichzsiny. 
5. 反 三 角 函 数 与 反 双 曲 函 数 ” 反 三 角 函 数 定义 为 三 角 函 数 
的 反 画 数 . 疫 
之 一 COSYO ， 
那 末 称 ww 为 = 的 反 余弦 函数 , 记 作 
w= Arccosz. 
由 ッ ーcosee 王 っ (@" 十 の) 得 ez 的 二 次 方程 : 
どの や ツー2ze ダ " 十 1 三 0 
它 的 根 为 
ez 一 z 十 マデ ー1 。 
中 アデ ー1 皮 理解 肪 双 値 画 数 因此 ,两 端 取 对 数 , 得 
,Arccosz=—iLn(z+ マデ ー1). 
显然 ,Arccosz 是 一 个 多 值 函数 , 它 的 多 值 性 正 是 cosw 的 偶 性 
员 周 期 性 的 反映 . 
用 同样 的 方法 可 以 定义 反正 纺 函 数 和 反正 切 函 数 ， 并 且 重 复 
上 述 步 又, 可 以 得 到 它们 的 表达 式 : 
Arcsinz 一 _iLndz 十 v1—), 
EE 


Arctgz 一 一 ーLn 


2 1 一 zx- 
反 双 曲 函 数 定义 为 双 曲 函数 的 反 函 数 . 几 与 推导 反 三 角 函 数 
表达 式 完全 类 似 的 步 又 ,可 以 得 到 各 反 双 曲 函数 的 表达 式 : 
及 双 曲 正弦 Arshz 一 Ln(z 十 VY 十 1)， 
反 双 曲 余 弦 “Archz 一 Lacz 十 Yz- 一 ])， 


反 双 曲 正切 Anheー う Ln ュー tz 


se ら グ ゃ 


它们 都 是 多 值 函 数 ， 


*$4 平面 场 的 复 势 


作为 解析 函数 的 一 个 重要 应 用 ,本 节 将 介绍 利用 解析 函数 的 
方法 来 解决 平面 向 量 场 的 有 关 问 题 ,主要 讲 平面 向 量 场 的 复 势 函 
数 . 

1. 用 复 变 函数 表示 平面 向 量 场 ”这 里 ,我 们 只 讨论 平面 定常 
向 量 场 . 就 是 说 ,向 量 场 中 的 向 量 都 平行 于 某 一 个 平面 $, 面 且 在 
垂直 于 S 的 任何 一 条 直线 上 的 所 有 点 处 的 向 量 都 是 相等 的 ; 场 中 
的 向 量 也 都 是 与 时 间 无 关 的 . 显然 ,这 种 向 量 场 在 所 有 平行 于 S 
的 平面 内 的 分 布 情况 是 完全 相同 的 ,因此 它 完全 可 以 用 一 个 位 于 
平行 于 S 的 平面 5。 内 的 场 来 表示 (图 2. 2(z))， 


(a) (の ) 


我 们 在 平面 $。 内 取 和 定 一 直角 坐标 系 zxOy, 于 是 场 中 每 一 个 具 
有 分 量 4, 与 4, 的 向 量 4= 4.i 十 4,7( 图 2.2(0)) 便 可 用 复数 
A=A, 十 i4, (2. 4. 1) 
来 表示 . 由 于 场 中 的 点 可 用 复数 z ニ ァ 十 ?y 来 表示 ,所 以 平面 向 量 
A=A. (zy,y)i 十 4,Czyy)7 可 以 借助 于 复 变 函数 
A=A(z)=A,(x,y)+iA, (rx,y) 


ビー 一 复 变 函数 w= 二 uCz;y) 十 记 (x,y) ,由 此 也 可 
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作出 一 个 对 应 的 平面 向 量 场 
A=ulz, y+v(r,y)J. 

例如 ,一 个 平面 定常 流速 场 ( 如 河水 的 表面 ) 

ーッ 。( そ ぅ ア ) た 上 。( そ ) ア ) 了 が 
可 以 用 复 变 函数 

v=v(z)=v(T,y) Hiv, (zy) 
来 表示 . 

又 如 ， 短 直 于 均匀 带电 的 无 限 长 直 导 线 的 所 有 平面 上 ， 电场 的 
分 布 是 相同 的 ,因而 可 以 取 其 中 某 一 个 平面 为 代表 , 当 作 平面 电场 
来 研究 . 由 于 电场 强度 向 量 为 

E=E,(x, Wi+E,(z,y)j, 
所 以 该 平面 电场 也 可 以 用 一 个 复 变 函 数 
E=E(e)—=E,(z,y) EE,; (Zz,y) 
来 表示 . 

平面 向 量 场 与 复 变 函数 的 这 种 密切 关系 ,不 仅 说 明了 复 变 函 

数 具 有 明确 的 物理 意义 ,而 且 使 我 们 可 以 利用 复 变 函数 的 方法 来 


研究 平面 向 量 场 的 有 关 问题 . 在 应 用 中 特别 重要 的 是 如 何 构造 一 


个 解析 函数 来 表示 无 源 无 旋 的 平面 向 量 场 , 这 个 解析 函数 就 是 所 
谓 平面 向 量 场 的 复 势 函数 . 
2. 平面 流速 场 的 复 势 ” 设 向 量 场 v 是 不 可 压缩 的 ( 即 流体 的 
密度 是 一 个 常数 ) 定 常 的 理想 流体 的 流速 场 : 
p=v(T, yu, (X,Y 
其 中 速度 分 量 v.(x,y) 与 v,(z,y) 都 有 连续 的 偏 导数 . 如 有 果 它 在 单 
连 项 B 内 是 无 源 场 ( 即 管 量 场 ), 那 末 


div= E+ =0, 


aa | 
名 -ay (2. 4. 2) 


从 而 可 知 一 vydzx 十 vdy 是 某 一 个 二 元 函数 Jy(zx,y) 的 全 微分 , 即 
=。 54 * ' 


〆 ゆ (テッ)ーー?。 の ァ 十 の ッ . 
由 此 得 ーー (2. 4. 3) 


因为 沿 等 值 线 Jy(x,y)= 二 c,dy(rxyy)== 一 vjdx 十 vdy 二 0, 所 


凡人 ゲージ. 这 就 是 说 , 场 v 在 等 值 线 x,y) 一 上 每 一 点 处 的 向 


量 v 都 与 等 值 线 相 切 ,因而 在 流速 场 中 等 值 线 内 zy) 一 cl 就 是 流 
线 . 因此 ， 函数 %(z,y) 称 为 场 ， 的 流 函 数 . 
如 果 v 又 是 B 内 的 无 旋 场 ( 即 势 量 场 ), 那 末 ， 


roty 一 0， 
9 の 。 3- ' 
这 说 明了 表达 式 wdz 十 wdy 是 某 一 个 二 元 函数 g(x,y) 的 全 微 
分 ; 即 
ーー の の (テッ ) =vdz +v,dy. 
由 此 得 テー の シー の ] (2. 4. 5) 
肉 面 有 grad の 一 か 、 


_9(Czyy) 就 称 为 场 " 的 势 函 数 (或 位 函数 ). 等 值 线 YX,y) 二 c2 就 称 


为 等 势 线 ( 或 等 位 线 ). 

根据 上 述 讨论 可 知 ; 如 果 在 单 连 域 吾 内 ,向 量 场 " 既 是 无 源 场 
又 是 无 旋 场 时 , 那 末 (2. 4. 3) 和 (2. 4. 5) 两 式 同时 成 立 ， 将 它们 比较 
一 下 , 即 得 


%_%Y i__¥ 
9r 9y 


dy 9 ァ ” 

页 这 就 是 柯 西 - 黎 曼 方程 .因此 ,在 单 连 域 内 我 们 可 作 一 解析 函数 
の デア (z) テ 区 そう ) 十 紗 (テツ ) , 

这 个 函数 称 为 平面 流速 场 的 复 势 函数 ,简称 复 势 . 它 就 是 我 们 所 要 

构造 的 表示 该 平面 场 的 解析 函数 . 

a 根据 (2. 4. 1) 与 (2. 4. 5) 以 及 解析 函数 的 导数 公式 (2. 2. 2) ,可 
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dx dy gr 
此 式 表 明 流 速 场 ， 可 以 用 复 变 函 数 v 王 三 (z) 表 示 . 

因此 ,在 一 个 单 连 域内 给 定 一 个 无 源 无 旋 平面 流速 场 V ,就 可 
以 构造 一 个 解析 函数 一 一 它 的 复 势 f( の =Kz,y) 十 尿 (z ワリ ーー 
与 它 对 应 ;反之 ,如果 在 某 一 区 域 ( 不 管 是 否 单 连 的 ) 内 给 定 一 个 解 
析 涵 数 w= f(z), 那 末 , 就 有 一 个 以 它 为 复 势 的 平面 流速 场 
v= 也 C55 与 它 相 对 应 ,并 且 由 此 立即 可 以 写 出 该 场 的 流 函 数 和 势 
函数 ,从 而 得 到 流 线 方程 与 等 势 线 方程 . 画 出 流 线 与 等 势 线 的 图 
形 , 即 得 描绘 该 场 的 流动 图 象 . 根据 8$ 2 例 4 可 知 , 在 流速 不 为 堆 
的 点 处 , 流 线 が Kz, =c 和 等 势 线 p(x,y) 二 cs 构成 正 交 的 曲线 族 . 

因此 ,利用 解析 函数 ( 复 势 ) 可 以 统一 研究 场 的 流光 数 和 势 藻 
数 ,从 而 克服 了 在 《 场 论 》 中 对 流 函 数 和 势 函 数 孤 立地 进行 研究 的 
缺点 ,而 且 计算 也 比较 简便 ， 

例 1 设 一 平面 流速 场 的 复 势 为 f(z)=az(a>0 为 实 常数 )， 
试 求 该 场 的 速度 、 流 函数 和 势 消 数 . 

[ 解 」 因为 Ps 一 ua, 所 以 场 中 任 一 点 的 速 東 度 マー ニア (>) テ g 
>0; 方 向 指向 x 轴 正 向 . 

流 函 数 VCzyy) 一 ay， 所 以 流 线 是 直线 族 y= C3 

势 国 数 g(x,y) 二 az, 所 以 等 势 线 是 直线 族 <ーc。. 

该 场 的 流动 图 象 如 图 2. 3 所 示 , 它 刻 划 了 流体 以 等 速度 a 从 
左 向 右 流 动 的 情况 . 

例 2 在 《 场 论 ) 中 我 们 已 经 知道 ,流速 场 中 散 度 divv 关 0 的 
点 ,统称 为 源 点 (有 时 称 使 divw>0 的 点 为 源 点 ,而 使 divv<0 的 点 
为 洞 ). 试 求 由 单个 源 点 所 形成 的 定常 流速 场 的 复 势 ,并 画 出 流动 
图 象 . 

[ 解 」 不 妨 设 流速 场 ， 内 只 有 一 个 位 于 坐标 原点 的 源 点 ,而 
其 他 各 点 无 源 无 旋 , 在 无 穷 远 处 保持 静止 状态 . 由 该 场 的 对 称 性 容 
易 看 出 , 场 内 某 一 点 z 关 0 处 的 流速 具有 形式 
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RR PF, 


(2. 4. 6) 


一 UVz 十 也) 一 


加東 域 ム <|z| ご ヶ 内 不 可 能 积 


y= g(r)r", 
其 中 r= |z| 是 z 到 原点 的 距离 ,r' 
是 指向 点 = 的 向 径 上 的 单位 向 量 ， 
可 以 用 复数 决 [表示 ,g(r) 是 一 待 
定 函数 . 
我 们 知道 ,由 于 流体 的 不 可 压 
缩 性 ,流体 在 任 一 以 原点 为 中 心 的 


蔷 , 所 以 流 过 圆周 |z|=x 与 |z|= 
ヶ 的 流量 应 相等 , 故 流 过 圆周 的 流量 为 


N=| ， 。 rds 一 | nr ・ ア の ーー2lzlg(lz|). 
因此 , 它 是 一 个 与 -无关 的 常数 ， 下 点 的 强度 . 由 此 得 


g(|z|)= 元 : 


而 流速 可 表示 为 

が . を _ が 

上 2zlz| |z| 2z 

显然 , 它 符合 “在 无 穷 远 处 保持 静止 状态 ”的 要 求 . 由 (2. 4. 6) 式 可 
知 , 复 势 函 数 f(z) 的 导数 为 

f= = * 1. 


を 


根据 83 第 2 邊 的 対数 画数 的 号 数 公式 可 知 ,所 求 的 复 势 函数 为 
f(z)= Lnzte, 


. 工 ， (2.4.7) 


(2. 4.8) 


其 中 c 二 ce; 十 ics 为 复 常数 . 内 实 部 和 由 部 分 开 , 训 分 别 得 到 执 孙 娄 
和 流 函 数 为 


N 
Hz,y)= zzln |z| 十 cl， VCzyy) 一 六 Argz 十 cz 


该 场 的 流动 图 象 如 图 2. 4 和 2. 5 所 示 ( 实 线 表示 流 线 ,虚线 表示 等 
。57 。 


势 线 ). 


(Nn) 


例 3 我 们 知道 ,平面 流速 场 中 rot 天 0 的 点 , 称 为 涡 点 . 设 平 
面 上 仅 在 原点 有 单个 涡 点 ,无 穷 远 处 保持 静止 状态 , 试 求 该 流速 场 
的 复 势 ,并 画 出 流动 图 和 象 ， 

[ 解 ] 与 例 2 类似 , 场 内 茶点 zz 的 流速 具有 形式 
ャ ー ム ( ヶ ) イ ", 
其 中 司 为 点 = 处 与 二 垂直 的 单位 向 量 ,可 以 用 复数 上 表示 ,Cr) 
为 仅 与 >= |z| 有 关 的 待定 函数 . 而 沿 圆周 |z| ==r 的 环 量 
] 到 -| ， 。 rds=| が [epDr rds 


ー2 ァ rlz| ヵ (|z|). (2. 4.9) 
不 难 证 明 , 卫 与 无关, 它 是 一 个 常量 , 事实 上 ,任意 取 两 个 圆 
周 C jlzl テ z 万: 1z| 二 x;, 围 成 一 圆 环 域 D. 作 连 接 Cl 与 C。 
的 割 痕 PQ, 从 而 做 成 一 由 圆周 C, 与 Cs 以 及 直线 段 PQ 与 QP 构 
成 的 封闭 曲线 C, 如 图 2. 6 所 示 . 根据 格林 公式 , 沿 C 的 环 量 是 
pb» * rds= | ro * ndo. 
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由 于 该 场 仅 在 原点 有 单个 涡 点 ,所 以 
在 局 内 rotv 二 0, 从 而 有 0 ・ To の 5 = 


0, 也 就 是 


$ DP * Tods 一 Py * Tod5， 


CO] 


即 荆 与 7 无 关 ,是 一 常 数 故 由 . 
(2.4.9) 得 


CeD= 2.6 
2r|lz| 
所 以 流速 可 表示 为 
"= 一共， 十 ,( 一 总 称 为 冰点 的 强度 )，。 (2.4.10) 
根据 例 2 中 同样 的 道理 ,得 知 场 v 的 复 势 为 
] f= FLne+c 《c 一 cl 十 zc )， (2. 4. 11 ) 


势 函 数 与 流 函 数 分 别 为 
KHz,y) = x Arr ， の (アッ) デー ln |z| 十 c。. 


比较 〈2.4.8) 和 (2.4. 11), 除 了 常数 N 挨 成 常 数 ア 外 ,- :者 仅 相 
差 一 个 因子 二 因此 ,只 要 将 例 2 中 流 线 与 等 势 线 位 置 互 换 ,就 得 
到 涡 点 所 形成 的 场 的 流动 图 象 (图 2.7 和 2.8). 
3. 静电 场 的 复 势 ” 设 有 平面 静电 场 
E=Eit+E,j. 
我 们 知道 ,只 要 场 内 没有 带电 物体 ,静电 场 既是 无 源 场 , 又 是 无 旋 


场 .我 们 来 构造 场 妃 的 复 势 


因为 场 E 是 无 源 场 , 所 以 


> 


% み 
从 而 知 在 单 连 域 B 内 一 E,dz 十 E.dy 是 某 二 元 函数 u(x,y) 的 全 
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divE = > 


微分 , 即 


「 dulz,y)=—E,dz+Ek,dy. 
与 讨论 流速 场 时 一 样 , 不 难看 出 ,静电 场 已 在 等 值 线 v(z,y) 一 < 
上 任意 一 点 处 的 向 量 E 都 与 等 值 线 相 切 . 这 就 是 说 ,等 值 线 就 是 
向 量 线 , 即 场 中 的 电力 线 . 因此 , 称 w(x,y) 为 场 E 的 力 函数 . 
又 因为 场 EE 是 无 旋 场 ,所 以 
dE, 9E, 


(2.4.12) 


rot,E= 天 By 一 0, 


因此 ,在 单 连 域 B 内 一 .dx 一 Edy 也 是 某 二 元 函数 v(x,y) 的 全 
微分 , 即 ] 
dulz,y)=—E,dz—E,dy. (2. 4. 13) 
由 此 得 
om， du, a 
gradv=— it ai i EE, . 


所 以 v(z,y) 是 场 E 的 势 函 数 ,也 可 称 为 场 的 电势 或 电位 . 等 值 线 
v(x,y) 二 cs 就 是 等 势 线 或 等 位 线 . | 
综 上 所 述 , 不 难看 出 ,如 果 E 是 单 连 域 B 内 的 无 源 无 旋 场 , 那 
末 x 和 v 满足 柯 西 - 黎 曼 方程 
s 60。 


(2. 4. 14) 


dw_ do Wh 
ar dy’ dy dx" 


从 而 可 得 B 内 的 一 个 解析 函数 


称 这 个 函数 为 静电 场 的 复 势 ( 或 复 电位 ). 
”由 (2.4.14) 可 知 , 场 E 可 以 用 复 势 表 示 为 


p= TD. 


元 一 区 (2.4.15) 


”可 见 静 电场 的 复 势 和 流速 场 的 复 势 相差 一 个 因子 一 i, 这 是 电工 学 
中 的 习惯 用 法 . 


” 同 流 速 场 一 样 ,利用 静电 场 的 复 势 , 可 以 研究 场 的 等 势 线 和 电 


力 线 的 分 布 情况 ,描绘 出 场 的 图 象 . 


例 4 求 一 条 具有 电荷 线 密度 为 e 的 均匀 带电 的 无 限 长 直 导 
线 工 所 产生 的 静电 场 的 复 势 . 
_ { 解 】 设 导线 工 在 原点 z=0 处 垂直 于 x 平面 (图 2.9). 在 世 


起 距 原点 为 疡 处 任 取 微 元 段 dh, 则 其 之 电量 为 edh. 由 于 导线 为 无 


限 长 ,因此 垂直 于 = 平面 的 任何 直线 上 各 点 处 的 电场 强度 是 相同 


”的 .又 由 于 导线 上 关于 zz 平面 对 称 的 两 带电 微 元 段 所 产生 的 电场 


强度 的 垂直 分 量 相互 抵消 ,只 剩 下 与 < 平面 平行 的 分 量 . 因此 , 它 
所 产生 的 静电 场 为 平面 场 . 

先 求 平面 上 任 一 点 z 的 电场 强度 = Ei+E,j. 根据 库仑 定 
律 , 微 元 段 dh 在 点 z 处 产生 的 场 强大 小 为 
edh_ 

7 十 hh” 

其 中 r= |z|= Vz 十 y. 因 所 求 的 电场 强度 EE 在 z 平 面 内 ,所 以 它 
的 大 小 等 于 所 有 场 强 微 元 dE 在 z 平 面 上 投影 之 和 , 即 


| = ecost dp, 


wo 十 有 


ldE|= 


* ol: 


rat 


COS“ ょ 


由 te FL dh = 


, 且 


1 cos 
1-2 十 P2 7j2 “ 
所 以 


IEI=| ecost 1 -22 


五 六 ど 
考虑 到 向 量 E 的 方向 ,我 们 得 到 
_ 2e 。 


EE=—r 9 
- だ 


或 用 复数 表示 为 二 涯 ,从 而 由 


之 

(2. 4. 15) 就 有 
7 _ 2 
f° (z)=iE= ot ーー 
リ . 壇 前 宴 払 * 图 2.9 

所 以 , 场 的 复 势 为 . 

f(a)=2eiLn T+e (c= i) 
力 函数 和 势 函数 分 别 为 

zz y) 一 2eArgz 十 cl， vlz,y)=Zeln Te 


电场 的 分 布 情况 与 单个 产 点 流速 场 的 分 布 情况 类 似 ， 
如 果 导 线 竖立 在 >*=z, 则 复 势 为 


f(z)=2eLn 


(2.4.16) 


十 c. 


之 -一 之 0 


小 结 


| 


本 章 的 重点 是 要 正确 理解 复 变 函 数 的 导数 与 解析 函数 等 基本 
概念 ,掌握 判断 复 变 函 数 可 导 与 解析 的 方法 . 对 于 复 变 量 初等 函 
数 , 要 熟悉 它们 的 定义 和 主要 性 质 ,特别 是 在 复数 范围 内 , 实 变 初 
等 函数 的 哪些 性 质 不 再 成 立 , 显 现 出 哪些 在 实数 范围 内 所 没有 的 

* 6 グ * 


性质. 


1. 复 变 函数 导数 与 解析 函数 的 概念 以 及 可 导 与 解析 的 判别 
方法 . 

(1) 复 变 函数 的 导数 定义 与 一 元 实 变 函 数 的 导数 定义 在 形式 
土 相同 ,因而 它们 的 一 些 求 导 公 式 与 求 导 法 则 也 一 样 . 然而 ,在 正 
文中 已 经 指出 ,定义 中 (2.1.1) 式 中 极限 存在 的 要 求 是 与 Az 趋 
于 零 的 方式 无 关 ' 这 表明 复 变 函数 在 一 点 可 导 的 条 件 要 比 实 变 函 
数 可 导 的 条 件 要 严 得 多 ,因此 复 变 可 导 函 数 有 不 少 特有 的 性 质 . 

(2) 解析 函数 是 复 变 函数 的 主要 研究 对 象 .虽然 函数 在 一 个 
医 域内 解析 与 在 一 个 区 域内 可 导 是 等 价 的 ,但 是 ,在 一 点 解析 比 它 
在 一 点 可 导 的 要 求 要 高 得 多 ,因此 解析 函数 有 许多 为 一 般 的 一 元 
实 变 函数 所 没有 的 很 好 的 性 质 . 例如 , 除 本 章 8$1 的 定理 和 8 2 中 


的 例 3 与 例 4 中 所 指出 的 性 质 之 外 ,后 面 还 将 指出 :解析 函数 的 各 
“ 阶 数 仍 为 解析 函数 ,解析 函数 的 虚 部 为 实 部 的 共 罗 调和 函数 以 


及 解析 函数 可 以 展开 为 军 级 数 等 . 所 有 这 些 性 质 , 使 得 解析 函数 在 
要 际 问题 中 天 广泛 的 应 用 
个 > 复 变 函 数 连续 、 可 导 ( 可 微 ) 与 解析 之 间 有 如 下 关系 : 设 w 


=) 在 =: 可 昧 


(4) 函数 可 导 与 解析 的 判别 方法 ; 

【 方 法 1】 利用 可 导 与 解析 的 定义 . 

根据 定义 ,要 判断 一 个 复 变 函数 在 点 xs 是 否 解析 ,只 要 判定 
。63。 


它 在 及 其 某 邻 域内 是 否 可 导 ; 要 判断 该 函数 在 区 域 妃 内 是 否 解 
,只 要 判定 它 在 DD 内 是 否 可 导 . 因此 ,判定 解析 的 问题 归结 为 判 
定 可 导 的 问题 , 机 函数 的 可 导 性 可 以 利用 导数 的 定义 来 验证 (如 本 
章 $1 中 的 例 1 与 例 2), 也 可 以 用 求 导 公式 与 求 导 法 则 来 判定 . 例 
”如 , 设 f(z) 一 (z* 十 2% 一 1)5 十 二, 根据 求 导 公式 和 法 则 我 们 有 


f=5(3# +2) (2 十 2z 一 1 一 与 . 


因此 ,该 函数 在 复 平面 内 除 < 一 0 外 处 处 可 导 ,处 处 解析 ,z 一 0 是 
奇 点 . 


1 用 可 导 与 解析 的 充 要 条件 , 即 本 章 §2 中 的 定理 
一 与 定理 二 . 

定理 一 和 定理 二 把 复 变 函数 f(z) 一 w 十 包 的 可 导 与 解析 的 问 
题 转 化 为 两 个 二 元 实 变 函 数 z 与 v 求 研究 , 即 要 求 与 v 可 微 并 
目 满足 柯 西 - 黎 曼 方程 

を を を CR を 

这 是 可 导 和 与 解析 的 充 要 条 件 , 只 要 其 中 有 一 个 条 件 不 满足 , 则 
f(z) 既 不 可 导 也 不 解析 ,因此 , 它 是 判断 函数 是 否 可 导 或 解析 的 
常用 而 简洁 的 方法 . 在 应 用 中 常常 利用 定理 的 两 个 推论 : 

12 车 与 w 的 一 阶 偏 导数 在 点 zs( 区 域 D) 存 在 ,连续 并 且 满 
足 CR 方程 , 则 f(z) 在 点 zo 可 导 ( 区 域 刀 内 解析 ), 并 且 有 求 导 公 


A 


の ーー うか 

2。 若 w 语 虽 的 二 阶 偏 导数 不 存在 ,或 者 虽 存 在 但 不 满足 C-R 
方程 , 则 fz) 不 可 导 ,因而 也 不 解析 ， 

7、 复 变 初等 函数 是 一 元 灾变 初等 函数 在 复数 范围 内 的 自然 
推广 , 它 既 保持 了 后 者 的 某 些 基本 性 质 ,又 有 一 些 与 后 者 不 同 的 特 
性 

。64 。 


多 值 函数 ， 


(1) 指数 函数 〆 王 〆(cosy 十 zsiny) 在 之 平面 上 处 处 解析 ,并且 
(ee)'=e. 它 保 持 了 实 指数 函数 er 的 某 些 基本 性 质 , 如 加 法 定理 
等 ;具有 以 2zz 为 周期 的 周期 性 是 它 与 实 指数 函数 不 同 的 特性 . 

(2) 对 数 函 数 Lnz 王 Inlz| 十 zArgz 是 具有 无 穷 多 个 分 支 的 多 
信和 六 束 在 除去 原点 和 负 实 轴 的 平面 内 处 处 解析 ,并 自 《(Lnz) 


一 人 人 人 人 人 
ーー. 它 保持 了 实 对 数 函 数 Inz 的 某 些 运算 性 质 , 例 如 ， 
Ln (を 」 を 2) ニー Ln を 」 十 Lnz。 9 Ln ー 一 Lnzi 一 Lnz， 
2 


等 。 但 是 有 些 则 不 成 立 , 例 如 
] Lnz" 二 nLnz(n 之 1 为 正 整 数 )， 

并 且 “ 和 负数 无 对 数 ” 的 论断 也 不 再 有 效 . 

(3) 复数 的 乘 医 定义 为 过 一 ex (a 天 0). 当 a 为 一 复 变 数 z 关 0 
时 , 它 就 是 = 的 一 般 宕 函数 允 一 ea. 除 整 震 函 数 闻 是 单 值 的 外 ， 
其 余 都 是 多 值 函数 . 在 沿 原点 和 负 实 轴 割 开 的 复 平面 内 它 是 
函数 ， 函数 ,并 生 (x )' 一 bz 和 1 整备 函数 z 与 根 式 函 数 z* 二 YZ 都 是 它 
的 特例 . 

(4) 三 角 正 弦 函 数 与 三 角 余 弦 函 数 


er 十 e™ fe 
21 2 


er ーー@~ tz 
sin ヶ 一 ぅ > LOS 之 一 


在 平面 上 处 处 解析 ， 并 且 (sinz) 一 cosz，(cosz) 一 — sinz. 它 保持 
“了 对 应 的 实 变 函 数 的 周期 性 、 奇偶 性 , 一些 三 角 恒等式 仍然 成 立 ， 


但 不 再 具有 有 界 性 、 即 不 等 式 |sinz| 二 1 与 |cosz| 委 1 不成立 . 
”关于 双 曲 正弦 函数 与 双 曲 余弦 函数 可 以 作 类 似 的 小 结 ,应 注 
意 它 也 是 以 3xs 为 周期 的 周期 函数 . | 
反 三 角 函 数 与 反 双 由 函数 是 用 对 数 函 数 来 表示 的 ,因而 都 是 


3. 平面 场 的 复 势 是 解析 函数 在 平面 场 问题 中 的 一 个 重要 应 
用 ， ,对 于 某 些 需要 场 的 知识 较 多 的 专业 是 很 有 用 处 的 . 关于 这 一 部 
分 内 容 , 我 们 强调 以 下 两 点 : 
s。 65・ 


(1) 由 于 可 以 用 复数 表示 平面 向 量 , 因 而 能 用 复 变 函 数 表 和 示 

平 曾 向 量 场 .例如 平面 流速 场 
ャ =v (Zs yo, Cr, y)j 

可 以 用 复 变 函数 v(z) 二 v(x，y) 十 iv,(x，y) 来 表示 ;平面 静电 场 
E=E,(x, y+E,(z,y)j 

可 以 用 复 变 函数 玖 (z) 一 五 (zy) 十 瑟 ,(Czyy) 来 表示 ， 

《2) 对 于 茶 单 连 域内 给 定 的 平面 无 源 无 旋 场 ,可 以 作出 一 
解析 函数 w= 二 f(z) 统 一 研究 该 场 的 分 布 和 变化 情况 ,这 个 解析 涵 
数 称 为 该 场 的 复 势 . 在 平面 流速 场 中 , 复 势 的 实 部 就 是 势 函 数 , 虚 
部 是 流 函 数 , 并 且 流 速 v 二 也 Cz); 在 平面 静电 场 中 , 复 势 的 实 部 是 
力 函 数 , 虚 部 是 势 函 数 , 并 且 电 场 强 度 万 二 一 i f(z). 由 此 可 以 画 
出 等 势 线 (或 电力 线 ) 与 流 线 ( 或 电位 线 ) 的 图 形 , 得 到 该 场 的 流动 
图 象 . ] 
”第 二 章 习题 
1. 利用 导数 定义 推出 : 

1) (=n Cn 为 正 整 数 )， 

2 [二 一 -去 
2 下 列 函 数 何 处 可 导 ? 何 处 解析 ? AGE 和 厅 各 卫 > 由 和 

1》(z) 一 2 一 23; 小 xz) 一 2 a 


3) fo= ry ir’y; TE ht fe 
3， 指出 下 列 函 数 f(z) 的 解析 性 区 域 ,并 求 出 其 时 


1) (> 一 1)?。 2) z+2iz; 
1 ax 十 6 ント オー 不 
3) zl 4) a td 中 至少 1 个 不 为 0). 
4. 求 下 列 函 数 的 奇 点 : 
_Z 十 1 ター ク ' 
2ZTD) DRTD' 


5， 复 变 函数 的 可 导 性 与 解析 性 有 什么 不 同 ? 判断 函数 的 解析 性 有 哪些 
方法 ? ] ] ] 
6. 判断 下 列 命题 的 真 假 . 若 真 ,请 给 以 证 明 ; 若 假 , 请 举例 说 明 . 

Ss DD* 


1) 如果 f(z) 在 zo 连续 , 那 末 (zo。) 存 在 ; 

2) 如 果 f' (zo) 存 在 , 那 未 f(z) 在 zo 解析， 

3) 如果 zo 是 f(z) 的 奇 点 ;那么 f(z) 在 zo 不 可 导 ; 

4) 如果 zo 是 f(z) 和 gl(z) 的 一 个 奇 点 , 那 未 zo 也 是 f(z) 十 g(z) 和 
f(z)/g(z) 的 奇 点 ， 

5) 如 果 w(z,y) 和 vlz,y) 可 导 ( 指 偏 导 数 存 在 ), 那 末 f(z) 二 wu 十 记 
亦 可 导 ; 
6) 设 f(z) 一 wu 十 包 在 区 域 D 内 是 解析 的 .如果 ww 是 实 常数 , 那 末 
f(z) 在 整个 DD 内 是 常数 ;如 果 v 是 实 常数 , 那 末 f(z) 在 DD 内 也 是 常数 . 

7/ 如果 jz) = 一 zx 十 刀 是 z 的 解析 函数 ,证 明 : 
(Eo + (FE = OF 


my nety + Crt ir) 数 , 试 确定 1.m.n 的 值 . + 
9. 证 明 柯 西 - 黎 曼 方 岁 的 检 坐 标 


du_ 1 の 和 多- lo 
み ra or rw 
10. 证明: 如 果 函 数 Cc) ニ g 二 在 区 域 乙 内 解析 ， MOUk の ) Vy 
一 , 那 末 f(z) 是 常数 ， に > 2 
| _ < ン 99 
1) f(z) 恒 取 实 值 ; y ンプ x A ~ 
A a it AV 
2) f(z) 在 DD 内 解析 ; SN VE 2 
3) 17Ce1 在 忆 内 是 一 个 常数 ， 02、 Rs jo 
4) argf(e) 在 DD 内 是 一 个 常数; 029 9 x 
au 十 bv 二 c, 其 中 a,6 与 c 为 不 全 为 零 的 实 常数 . Dg zt 
11. 下 列 关系 是 否 正 确 ? ーー J 
1) どー の 2) cosz 一 cosZ; 3) sinz 一 sinz. J 
12. 披 出 下 列 方 程 的 全部 解 . - ン / 
1) sinz 三 0 2) cosz 一 0; 
3) 1 十 e 一 0; 4) sinz 十 cosz 一 0. 
13. 证 明 : 


1) cos(zi 二 2;)—coszicoszs 一 SinzlSinz2 5 
sin(z, 十 zz) 王 sinz1coszz 十 coszisinz2 3 
2) sinzz 十 cos:zz 一 1; 


. 67・ 


21. 


22. 
23. 


3) sinZz= Zsinzcoss; 


ー_ 2 を  ， 
4) B= tgiz 
5) sin テー) 一 COsz， cos(z 十 区 ) 一 一 COSZj 


6) |cosz|2 一 coszz 十 sh2y， |sinz|? 一 sin2z 十 sh2y. 


・ 说 明 : 


1) 当 yー テ oo 時 , |sin(zx 十 iy) | 和 |cos(z 十 1y) | 趋 于 无 穷 大 ; 


2) 当 上 为 复数 时 ,|sint| 委 1 和 lcosz | SS1 不成立 . 


Ln(= っ Ln( 一 3 士 4 まさ 它们 的 主 值 . A 
H + BC 2 如 3 7 
3 RS DEA し 


1 ) Ln (を 」 を 。 ) 一 Lnz」 十 Lnzz} 


2) Ln 


2 | =Lne,; 一 Lnzz. 


. 说 明 下 列 等 式 是 否 正确 ， 


1) Lnz:=2Lnz; 
2) Ln ツァ ー テ Lnz 


。 求 e- 写 exp[(1 十 婦 )/4],3' 和 (1 十 の "的 値 . 
。 证 明 (z*) 一 az ,其 中 a 为 实数 ， 

. 证明， 

1) chzz 一 shzz 一 1 ; 


2) sh2z 十 ch:z 一 ch2z; 
3) sh(zi 十 zz) 一 shzichz* 十 chzishzz; 
ch(z」 十 ぁ 。) 三 chzrch。 十 shzshz。. 
解 下 列 方 程 : 
1) shz 三 0 
2) chz 一 0; 
3) shz=1. 
证 明 (2. 3. 19) 与 (2. 3. 20). 
证 明 :shz 的 反 画数 Arshz 一 Ln(z 十 V2 十 1). 


*24. 已 知 平面 流速 场 的 复 势 f(z) 为 ; 


. 1 
1) (z 二 站?， 2) 2, 3) ZT 


求 流动 的 速度 以 及 流 线 和 等 势 线 的 方程 . 
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三 草 ” 复 叙 函数 的 积分 


在 微 积分 学 中 ;微分 法 与 积分 法 是 研究 函数 性 质 的 重要 方法 . 
同样 ,在 复 变 函 数 中 ,积分 法 也 跟 微 分 法 一 样 是 研究 复 变 函数 性 质 
十 分 重要 的 方法 和 解决 实际 问题 的 有 力 工具 . 

在 本 章 中 ,我 们 将 先 介绍 复 变 函数 积分 的 概念 ,性 质 和 计算 
法 ,其 次 介绍 关于 解析 函数 积分 的 柯 西 - 古 萨 基本 定理 及 其 推广 
一 一 复合 闭路 定理 . 在 此 基础 上 ,建立 柯 西 积分 公式 ,然后 利用 这 


一 重要 公式 证 明 解 析 函 数 的 导数 仍然 是 解析 函数 这 一 重要 结论 ， 


从 而 得 出 高 阶 导数 公式 . 值得 注意 的 是 证 明 解 析 函 数 的 导数 仍然 
是 解析 函数 ， 从 表面 上 看 是 属于 微分 学 间 题 ， 但 它 的 证 明 却 要 利用 


积分 ， 


柯 西 - 古 萨 基本 定理 和 柯 西 积分 公式 是 探讨 解析 函数 性 质 的 


理论 基础 . 在 以 后 的 章节 中 ,直接 或 间接 地 经 常 要 用 到 它们 . 所 以 


我 们 要 透彻 地 理解 它们 和 熟练 地 掌握 它们 . 
最 后 讨论 解析 函数 与 调和 函数 的 关系 . 


31 复 变 函数 积分 的 概念 


“1 积分 的 定义 ” 设 C 为 平面 上 给 定 的 一 条 光滑 (或 按 段 光 
请) 曲线. 如 果 选 定 C 的 两 个 可 能 方向 中 的 一 个 作为 正方 向 (或 正 
向 ), 那 末 我 们 就 把 C 理解 为 带 有 方向 的 曲线 , 称 为 有 向 曲线 . 设 
曲线 C 的 两 个 端点 为 4 与 B, 如 果 把 从 4 到 五 的 方向 作为 C 的 正 っ 
方向 , 那 末 从 B 到 4 的 方向 就 是 C 的 负 方 向 ,并 把 它 记 作 C-. 在 
今后 的 讨论 中 , 常 把 两 个 端点 中 的 一 个 作为 起 点 , 另 一 个 作为 终 
点 . 除 特 殊 声 明 外 ,正方 向 总 是 指 从 起 点 到 终点 的 方向 . 关于 箱 单 
正方 向 是 指 当 曲线 上 的 点 尸 顺 此 方向 沿 该 曲线 前 进 时 ， 
« 69・ 


第 泊 了 点 的 曲线 内 部 始终 位 于 尸 点 的 左 方 .与 之 相反 的 方 癌 就 是 
うそ を 2 パッ シー BB, 
式 、 


S,= Df EC) zz) = EVA 
メー 1 ょ ー 1 
这 里 Az ニー 记 ee (As). 当 ヵ 元 


TEST 


| 7 の 2s= im Bf CA (3.1.1) 
」 lim 之 


闭 曲 线 ， 导 末 沿 此 闭 曲 线 的 积分 记 作 f(z)dz. 


我 们 容易 看 出 , 当 C 是 x 铀 上 的 区 间 a<z< 而 (2) 一 
。 70・ 


“(Zz) 时 ,这 个 积分 定义 就 是 一 元 实 变 函 数 定 积分 的 定义 . 


“2. 积分 存在 的 条 件 及 其 计算 法 ” 设 光滑 曲线 C 由 参数 方程 


> デ (の) ー ィ (の 十 jy( の eS が SS だ (3.1.2) 
;正方 向 为 参数 增加 的 方向 ,参数 a 及 8 对 应 于 起 点 4 及 终 


上 吉 ぢ お , 井 且 (の #0,e<t<8. 
如 (<)=u(z, ) 十 刀 (zy) 在 万 内 处 处 连续 , 那 末 zzyy) 


及 uCz,y) 均 为 万 内 的 连续 函数 , 设 名 一 总 十 成 ,由 于 


Axx 一 CR El = トー (Xk 十 7y4_1) 
ーー (Xi TD 十 人 (yyー タ ーー デム Ar 十 7Ay。 
所 以 


クッ プ (6)As = マリ [5 の 十 g($ っ が )](A 十 人 Ax) 


k=1 


一 る Arar A 


2 の う ot A 二 u(t A |. 


由 于 zw 都 是 连续 函数 ， 根据 线 积分 的 存在 定理 我 们 知道 当 ヵ 


有 良 增 大 而 弧 段 长 度 的 最 大 值 趋 于 零 时 ,不 论 对 的 分 法 如 个 点 点 
(入 ,77 的 取 法 如 何 , 上 式 右 端的 两 个 和 式 的 极限 都 是 存在 的 . 因此 
有 


7 なー| ヴァ アー マ の ッ 二 ? | vadr+udy. (3.1.3) 


英 式 (3.1. 3) 在 形式 上 可 以 看 作 是 三 (z) 一 2 十 如 与 
相 乘 后 求 积分 得 到 ， 
| reoaz =| G+ (dz-+idy) ー| udrtivdrtindy—vdy 


=dz+itidy 


=| udz—vdy+i | vdzx+udy. 
C C 


所 以 是 很 容易 记 住 的 。 
(3.1. 3) 式 说 明了 两 个 问题 : 
. 71。 


i) 当 7Kz) 是 连续 函数 而 C 是 光滑 曲线 时 ,积分 | f(z)dz 是 
一 定 存在 的 。 。 ーー 

ii) | 7 の gz 可 以 通过 两 个 二 元 实 变 函 数 的 线 积分 来 计算 

很 据 线 积分 的 计算 方法 ,我 们 有 : 

| 7 の = ニ |eFz の ,y の Je の 一 ez の yy の の) 


] 
| (oz yD @ ulz yy de. 


(3. 1. 4) 
上 式 右 端 可 以 写成 
| erz の I + zz yO zt 十 2 @)}dt 
= | fe Cat. 
所 以 / 
| dz=| F De dr. (3. 1. 5), 


如果 C 是 由 (09 > し > > し 


的 按 段 光滑 曲线 , 那 末 我 们 定义 ] 
| fode=| fdr+ | 7 の 25 キー… オ | fde. 


(3.1.6) 


今后 我 们 所 讨论 的 积分 ,如 无 特别 说 明 , 总 假定 被 积 函 数 是 连续 
的 ,曲线 C 是 按 段 光滑 的 ， 
例 1 计算 | zaz, 其 中 C 为 从 原点 到 点 3 十 全 的 直线 段 ， 
[和解 | 直线 的 方程 可 写作 
Z 一 3ty 一 4 0 和 :上 委 1， 
或 xz 一 3 十 ii,O<t<1， 
在 C 上 ,>z=(3 十 42)t,dz 一 (3 十 40)dt. 于 是 
s ググ ェ 


| sde=| G+ 4 の = (+ rdr= LG + 
又 因 | za =| + (dz++idy) 
= | z2z- ydy+i | yaz+zay | 
容易 验证 ,右边 两 个 线 积分 都 与 路 线 C 无 关 ,所 以 | dz 的 值 ,不 论 
C 是 怎样 的 连接 原点 到 3 十 如 的 曲线 ,都 等 于 十 (3 十 4i)* 


SA 人 夏 み 计算 加 二 ,其 中 C 为 以 am 为 中 心 ,r 为 半径 的 


全 正 疝 加 周 (图 3 2) ,n 为 整数 ， [うっ - ラ WT. 2:= 2 
[ 解 ] C 的 方程 可 写作 | = rie ds 
z 一 20 十 re ,0<O<2r， 


所 以 
{ dz 
c (2— zo)"t! 


-|- アウ 0 
0 tl etnt+ DY 
2 た 1 


ーー ーー 4 人 —ing 
ー| dp- = eg の . 
当 ヵ 三 0 .2 二 0 时 , 结 宁 为 图 3.2 


27 
| の の 一 27/ 。 
0 一 


二 | (cosz の 一 zsinz の )Z の 一 0. 
が JO . 
所 以 
6 プッ の? 。 7 一 
ーー バー が | 0， 2 天 0. 


这 个 结果 以 后 经 需要 用 到 , 它 的 特点 是 与 积分 路 线 圆周 的 中 心 和 
半径 无 关 , 应 记 住 . 


ea Z3 


例 3 计算 | sg 的 值 ,其 中 CC 
(图 3. 3) 为 

1) 沿 从 原点 到 点 w= 二 1 十 i 的 直 
线段 C1: z= (1 十 Dt,01 才 1; 
”2) 沿 从 原点 到 点 1 的 直线 
段 C。 : zx 一 上 0 委 ! 委 1 ,与 从 z> 到 >z 的 
直线 段 C。: > ニ 1 十 ,0SSz<<1 所 接 成 
的 折线 . 图 3.3 


[和解 | 1) | sc- | c- め q+ り のみ = | z み = ュ 


2) | zdz =| zd 之 十 | sdz=| 1dt+| (1—iDidt 
C Jc, C。 0 0 


1 1 | 。, . 
ー テ | テイ | 二 1 十 7. 
3. 积分 的 性 质 ”从 积分 的 定义 我 们 可 以 推 得 积分 有 下 列 一 些 
简单 性 质 , 它 们 是 与 实 变 函 数 中 定 积 分 的 性 质 相 类 似 的 : 


( 1) | 7 の = ー| 7 の gs: ーー (3. 1.7) 
ii) | fdz=k| fds (4 为 常数 ) (3.1.8) 
tl ) | fete d= | 7 の | go の gs: (3.1.9) 


iy) 设 曲线 C 的 长 度 为 工 ,函数 f(z) 在 C 上 满足 |f(z) | 7, 

OO 
本 

| f (zdz 

事实 上 z|Azs| 是 ”与 %-: 两 点 之 间 的 距离 ,Asy 为 这 两 点 之 间 


的 弧 段 的 长 度 ,所 以 
<>， em Ma 


<|. fC) lds<ML. (3.1.10) 


| > (6)Ax 


两 端 取 极 限 ， 得 
。 74・ 


| oz: 


< | | Fe las 
C 


这 里 | .17(z) las 表示 连续 函数 ( 非 负 的 |ACz)| 沿 C 的 曲 


因此 便 得 不 等 式 (3. 1.10) 的 第 一 部 分 . 又 因 
ZE | AEM As=ML, 


所 以 | fC) |ds<ML, \# 
这 是 不 等 式 (3. 1. 10) 的 第 二 部 分 . て 


例 4 设 C 为 从 原点 到 点 3 十 女 的 直线 段 , 试 求 积分 
WT 
| 二 dx 绝 对 什 的 一 个 上 界 ,有 の 


[和解 」 カーG1 OSS:S1. 由 估 值 不等式 
(3.1.10) 知 


1 1 1 s/f 
在 C 上 ,| |- Er 1)7 | Se 3) 
到 二 Fs と ん 。 
从 而 有 MM 
二 dz <3| ds, 而 | ds=5, 有 所以 
1 25 
ez -dz きっ ・ 


$2 柯 西 - 古 萨 (Cauchy-Goursat) 基 本 定理 


从 上 一 节 所 举 的 例子 看 来 , 例 1 中 的 被 积 函数 /(z) ==z 在 复 
平面 内 是 处 处 解析 的 ; 它 沿 连结 起 点 及 终点 的 任何 路 线 的 积分 值 
都 相同 , 换 句 话说 ,积分 是 与 路 线 无 关 的 . 例 2 中 的 被 积 函 数 当 » 


=0 时 为 石 二 J; 它 在 以 x。 为 中 心 的 圆周 忆 的 内 部 不 是 处 处 解析 


。75 。 


的 ,因为 它 在 zx 没有 定义 ,当然 在 za 不 解析 了 ,而 此 时 
中 コー2<ー2r デ 0. 如 果 我 们 把 m 除去 ,虽然 在 除去 x 的 的 


内 部 ,函数 是 处 处 解析 的 ,但 是 这 个 区 域 已 经 不 是 单 连通 的 了 .. 例 
3 中 的 被 积 函数 f(z) = 二 z= 二 x 一 iy, 它 的 实 部 二 x, 虚 部 v= 一 y, 由 
于 ttz 一 zy 一 bz 一 0 一 ー+, 因而 柯 西 - 黎 曼 方程 不 满足 ,所 以 


| 


在 复 平面 内 处 处 不 解析 , 且 积分 | zz 的 值 与 路 线 有 关 . 由 此 可 


见 , 积 分 的 值 与 路 线 无 关 , 或 沿 封闭 曲线 的 积分 值 为 零 的 条 件 , 可 
能 与 被 积 函 数 的 解析 性 及 区 域 的 单 连 通 性 有 关 . 究竟 关系 如 何 , 我 
们 不 妨 先 在 加 强 条 件 下 做 些 初 步 探讨 . 假设 f(z)=utiv 在 单 连 
通 域 内 处 处 解析 , 且 f'(z) 在 B 内 连 细 自 于 了 (z) =u + = 
vy 一 ity，; 所 以 和 ww 以 及 它们 的 偏 导 数 uy oo, 在 B 内 都 是 连 
续 的 ,并 满足 柯 西 - 歼 受 方程 
根 所 (3.1.3), 有 ・ 

「 和 ac- ez の アー? fartuay, (3. 2. 1» 


其 中 C 为 BB 内 任何 一 条 简单 闭 曲线 从 格林 公式 与 柯 西 - 黎 曼 方 
程 ( 路 袋 C 取 正 向 ) 得 


udz—vdy= | (—v,—u,)do=0, 
, D 


Podz-+udy= | egg=0。 
a 


其 中 万 是 C 所 围 的 区 域 . 所 以 (3. 2. 1) 的 左 端 为 零 . 因此 ,在 上 面 
的 假设 下 ,函数 f(z) 沿 B 内 任何 一 条 闭 曲 线 的 积分 为 零 . 实际 上 ， 
f'(z) 在 B 内 连续 的 假设 是 不 必要 的 . 我 们 有 下 面 一 条 在 解析 函 
数理 论 中 最 基本 的 定理 

- 相 西 -十 萨 基本 定理 如 果 函数 /(z) 在 单 连通 域 3 内 处 处 解 
析 , 那 未 函数 f(z) 洛 未 函数 の 江 8 内 的 任何 二 一 条 封闭 曲线 C( 图 3. 4) 的 积分 


。 76・ 


是 曲线 C 要 属于 区 域 B. 如果 曲 


$f (z)dz=0, (3.2.2) 
C 


中 的 C 可 以 不 是 简 
这 个 定理 又 称 栖 西 积分 定理 , 它 
的 证 明 比 较 复杂 ,我 们 在 这 里 就 
不 证 明了 . 

这 个 定理 成 立 的 条 件 之 一 


线 /C 是 区 域 B 的 边界 ,函数 f(z) 


存 B 内 与 C 上 解析 , 即 在 闭 区 域 
8 二 B 十 C 上 解析 , 那 末 


ode= 0 


是 否 仍 然 成 立 呢 ?回答 是 肯定 的 ， 不 仅 各 此 ， 我 们 还 可 以 证 明 ; 如 条 
C 大 区 域 B 的 边界 ,f(z) 在 B 内 解 . 


3 3 基本 定理 的 推广 一 一 复合 闭路 定理 
我 们 可 以 把 柯 西 - 古 交 基本 定理 推广 到 多 连通 域 的 情况 . 设 函 
数 /Go 在 多 连通 域 刀 内 解析 ,C 为 DD 内 
如果 C 的 内 部 完全 含 于 の , 从 而 /( の 在 C 上 及 。 ; 故 知 
， fode=0. 
和 一 一 一 一 
但 是 , 当 C 的 内 部 不 完全 含 于 -万 时 ,我 们 就 不 一 定 有 上 面 的 等 式 ， 
如 本 章 $1 例 2 就 说 明了 这 一 点 . 
为 了 把 基本 定理 推广 到 多 连通 域 的 情形 ,我 们 假设 C 及 Ci 为 


万 内 的 任意 两 条 ( 正 向 为 道 时 针 方 向 ?简单 闭 曲线 ,C; 在 C 的 内 


部 ,而 且 以 C 及 Ci 为 边界 的 区 域 D, 全 含 于 D. 作 西 条 不 相 交 的 弧 
s ググ Zs 


段 44 及 BB' ,它们 依次 连接 C 上 
某 一 点 4 到 CI 上 的 一 点 4 ,以 及 
C, 上 某 一 点 B'( 异 于 4) 到 C 上 
的 一 点 召 , 而 且 此 两 弧 段 除去 它们 
的 端点 外 全 含 于 D1. 这样 就 使 得 
AEBB'E'A'A 及 AA'F'B' BFA 形 
成 两 条 全 在 DD 内 的 简单 闭 曲 线 ， 


它们 的 内 部 全 售 于 D( 图 3. 5). 据 图 3.5 
上 所 说 ,得 知 
1 (adz=0. $ f(z)dz=0. 


AEBEE A'A イア お お が 


将 上 面 两 等 式 相 加 ,得 
0 (之 )dz 十 MM 1/ f(z}dx 


4 や 


十 | f(z)dz+ | f(z)dz+ [ew 0， 


A 
BE 


_ 即 eee の 0, (3. 3. 1 ) 


或 $e )dz= MM (zdz. (3. 3. 2) 


(3. 3.1) 说 明 ， 加 果 我 们 各 如 开 现 亲 和 忆 曲 线 C 及 C 看 成 一 ; 
复合 闭路 本 ,而 且 它 的 正 向 为 :外 面 的 闭 曲线 C 按 道 时 针 进 行 ， 内 
部 的 闭 曲 线 C, 按 顺 时 针 进 行 (就 是 党 三 前 正 同 蘭 行 時 が 的 内 部 


总 在 一 的 左 辺 ), 
ed z)dz= 0. 


(3. 3. 2) 说 明 ,在 区 域内 的 一 让 出线 的 积分 不 因 闭 
在 区 域内 作 连 续 变形 而 改变 它 的 值 , 只 要 在 变形 过 程 中 曲线 


。78 。 


这 里 厂 为 由 ,C 及 CL( を 三 1,2,…。 


不 经 过 函数 f(z) 不 解析 的 点 . 这 一 重要 事实 , 称 为 财 路 变形 原理 。 
有人 可以 
定理 (复合 闭路 定理 ) 设 C 为 多 连通 域内 的 一 条 简单 
6), 如 果 f(z) 在 DD 内 解析 , 那 末 


i) (0/ (de = 2 中 Ff az, 
其 中 C 及 Ce 均 取 正方 回 ; 
iD 7 の gs=0. 
リノ 


台所 组 成 的 复合 财 路 (其 方向 是 : 


行 ). 


例如 ,从 本 章 8 1 的 例 2 知 : 当 C 为 以 为 中 心 的 正 向 圆周 时 ， 


た 经 -一 2xi, 所 以 ,根据 闭路 变形 原理 ,对 于 包含 的 住 何 一 条 
正 向 简单 六 曲线 了 都 有 ; 中 一 2m 


计算 中 分 至 3d 的 值 , 为 包含 图 周 |*| 一 1 在 内 的 任何 


正 向 简单 闭 曲 线 . 

[ 解 ] 我 们 知道 , 肖 ー0 和 zx 一 1 两 个 
奇 点 外 是 处 处 解析 的 . 由 于 本 是 包含 圆周 |z|==1 在 内 的 任何 正 癌 
简单 闭 曲 线 , 因 此 它 也 包含 这 两 个 奇 点 ,在 工 内 作 两 个 互 不 包含 
世 玉 不 相交 的 正 向 圆周 C1 与 Cs,C1 只 包含 奇 点 < 一 0,Cs 只 包含 奇 
点 z 三 1( 图 3.7), 那 末 根 据 复 合 闭路 定理 的 说 ,得 
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も 全 ー ド gsー Lazt 中 ae。 
之 を を を 之 一 を 
rT CT C, 


1 
-dt すさ の 
+ Pidet ide 
二 0 十 2Xi 十 2Xi1 十 0 一 4x. 

从 这 个 例子 我 们 看 到 :借助 于 复合 闭 
路 定理 ,有 些 比 较 复杂 的 函数 的 积分 可 以 


化 为 比较 简单 的 函数 的 积分 来 计算 它 的 停 て ご" で 思 分 常用 的 
一 种 方法 . : ] 


3 4 原 函 数 与 不 定 积分 


我 们 知道 , 线 积分 沿 封闭 曲线 的 积分 为 零 跟 曲线 积分 与 路 线 
无 关 是 两 个 等 价 的 概念 ,所 以 根据 柯 西 - 古 萨 基本 定理 ,下 面 的 定 
理 显然 成 立 . ] 

地理 一 。 如 全 甬 数 /(z) 在 单 连通 域内 处 处 解析 , 那 末 积 分 


[f(s)4z 与 连结 起 点 及 终点 的 路 线 C 无关 


由 定理 一 可 知 ,解析 函数 在 单 连通 域内 的 积分 只 与 起 点 zo 及 


终点 z,/ 有 关 , 如 图 3, 8 所 示 , 所 以 我 们 有 
| (z)dz= | f (dz=| f(z) dxz. 


9 


固定 mw, 让 在 号 内 变动 ,并 令 = 一 =, 那 末 积分 | 7 のみ 在 B 内 
确定 了 一 个 单 值 沙 数 F(z), 即 | 


对 这 个 函数 ,我们 有 
。80 。 


F(z)=| f(t dt. ] (3.4.1) 


-定理 一 如果/(z) 在 单 连通 域内 处 处 解析 , 那 末 并 数 玉 (z) 
必 为 B 内 的 一 个 解析 函数 ,并 且 F' (z) = 了 f(z). 

JE] 我 们 从 导数 的 定义 出 发 来 证 . 设 x 为 B 内 任意 一 点 ， 
以 z 为 中 心 作 一 含 于 B 内 的 小 圆 た . 取 |Az| 充 分 小 使 z 十 Az 在 K 
内 (图 3. 9). 于 是 由 (3. 4. 1) 得 


Fe 二 A の 一 PF の =| 7( の | fd. 
由 于 积分 与 路 线 无 关 , 因此 积 
分 | 7 の g 的 积分 路 线 可 取 先 


0 


从 zx 到 z, 然 后 再 从 > 沿 直 线段 到 
z 十 Az, 而 从 zx 到 = 的 积分 路 线 取 : 


得 跟 积分 | 7< の Z 的 积分 路 线 相 A 
同 . 于 是 有 AAA 
F(z Az)— F(z)= | 7 の 图 3.9 


又 因 | の = の | みみ = の As, 
从 而 有 


Bl 


to f= fae fe) 
一 二 | FE/ (の 一 る )]2%. 
因为 f(z) 在 B 内 解析 ,所 以 f(z) 在 B 内 连续 .因此 对 于 任意 给 定 
的 正 数 e>0, 总 可 找到 一 个 6 二 0, 使 得 对 于 满足 |5 一 z| 二 6 的 一 切 
都 在 内 , 也 就 是 当 IAzl ご 9 时 ,总 有 
] げ (の 一 了 ( る ) | て g. 
根据 积分 的 信 伪 性 质 (3. 1. 10) 


F(z Az)— F(z) 1 * 
| ' IA | 三 [f(6)— — f(z) Jat 


を 


ー プ (>) 


ST |f (6) —f (2) [a 


| ST |Az| 一 <. 
这 就 是 说 lim | 一 /| =0, 
即 
F'(z)= f(z). [证 毕 ] 


这 个 定理 跟 微 积分 学 中 的 对 变 上 限 积 分 的 求 导 定理 完全 类 
似 . 在 此 基础 上 ,我 们 也 可 以 得 出 类 似 于 微 积分 学 中 的 基本 定理 和 
牛顿 - 莱 布 尼 兹 公式 . 先 引入 原 函 数 的 概念 . 

定义 ”如 果 函 数 pg(z) 在 区 域 B 内 的 导数 等 于 f(z), 即 gj (x) 
三 1(z), 那 末 称 gz) 为 1(z) 在 区 域 B 内 的 原 消 数 . 

定理 二 表明 (2) 一 | (の 時 f(x) 的 一 个 原 函 数 

容易 证 明 ,f(z) 的 任何 两 个 原 函 数 相差 一 个 常数 。 设 G(xz) 
和 五 (z) 是 f(z) 的 任何 两 个 原 函 数 , 那 末 | 

[Gz)— HG =G’'(z)—H’'(z)=/(z)—/f(z)=0, 
所 以 ( 見 第 二 章 $ 2 例 3) 
G(z)— H(z)=c, ] 
。 82. 


5 为 任意 常数 . 

由 此 可 知 ,如 果 函 数 f(z) 在 区 域 B 内 有 一 个 原 清 数 请 (z), 那 _ 
末 它 就 有 无 穷 多 个 原 函 数 ， 而 且 具 有 一 般 表达 式 が (z) 十 cc 为 任 _ 
意 常 数 . 

跟 在 微 积分 学 中 一 样 ,我 们 定义 ;f(z) 的 原 函 数 的 一 般 表达 
式 F(z) 十 c( 其 中 c 为 任意 常数 . ) 为 f(z) 的 不 定 积分 , 记 作 


| の ze の Tc 


”利用 任意 两 个 原 函 数 之 差 为 一 常数 这 一 性 质 ,我 们 可 以 推 得 
跟 牛 顿 - 莱 布 尼 兹 公式 类 似 的 解析 函数 的 积分 计算 公式 . 
窟 理 三 。 如 果 / (2) 在 单 渤 通 域内 处 处 解析 ,G (<) 为 了 2) 
的 -个头 遍 数 , 于 未 


| jz)dz 一 C(zi) 一 CCzo)， 
这 时 so る 久城 B 内 的 两 点 ， 
[证 ] 因为 | 了 (%)4dz 也 是 Fe) 的 原 函 数 ,所 以 


| f(x) dz=G(2) +e. 


当 z 二 zo 时 ,根据 柯 西 - 古 萨 林 本 定理 ,得 c= 一 G(zo). 因此 


| fa) dz=G0(2) 一 Ce。) 


或 yoe- Ce 一 Ce。). (3.4.2) 


[证 毕 ] 
有 了 原 函 数 、 不 定 积分 和 积分 计算 公式 (3. 4. 2), 复 变 函 数 的 
积分 就 可 用 跟 微 积 分 学 中 类 似 的 友 法 去 计算 ， 
例 1 求 积分 | zcoszdz 的 值 . 一 
[ 解 ] 函 数 zcosz 在 全 平面 内 解析 ,容易 求 得 它 有 一 个 原 函数 
为 zsinz 十 cosz. 所 以 


・ 83・ 


| zcoszdz = [ssinzcosz | =zsini 十 cosi 一 1 
0 


_.e i—e,e 1 十 e 
タタ 2 


例 2 试 沿 区 域 Im(z) 之 0,Re(z) 之 0 内 的 圆 弧 1z| 二 1, 计 算 积 
分 et Dg 的 值 . 


一 1 一 e 一 1 


ヶ 十 1 
[ 解 ] 函数 中 GE 二 也 在 所 设 区 域内 解析 , 它 的 一 个 原 函数 为 


FIn’ Cz 十 1), 所 以 


PCz 十 1) ), 


1 i 
,zl = 一世 mc+1D)| = 二 [nmd+D 一 me2] 


| 3 


2 
了 ln2 + 一 ln?2 | 


の 


ーー 


Ss 本 A 
设 号 为 一 单 连通 域 ,= 为 巨 中 的 一 点 .如 果 了 (z) 在 B 内 和 解析， 
那 未 画 数 在 不 解析 . 所 以 在 8 内 沿 围绕 zx 的 一 条 闭 曲 线 C 


所 分 や ーー 6 /。 不変 形 原理. 部 


沿 任何 一 条 围绕 的 简单 闭 曲 线 都 是 相同 的 现在 来 求 这 个 积分 
的 值 . 既然 沿 围绕 zo 的 任何 简单 闭 曲 线 积分 值 都 相同 . 那 未 我 们 就 
取 以 zo 为 中 心 ,半径 为 6 的 很 小 的 圆周 |z 一 z。| ==6( 取 其 正 向 ) 作 
为 积分 曲线 C. 由 于 f(z) 的 连续 性 ,在 C 上 的 函数 f(z) 的 值 将 随 
着 6 的 缩小 而 逐渐 接近 于 它 在 圆心 ,处 的 值 ,从 而 使 我 们 猜想 积 


分 も ーー 的 值 也 将 随 着 9 的 缩小 而 接近 于 


{C0) 六 dz 一 2 (20). 


ーー = の {$= 


s 5 * 


其 实 两 者 是 相等 的 , 即 
f(z) 


ーー 


ュー プター 2zz ア (z。). 


我 人 有 下 面 的 定理 . | 
_ 定 理 ( 柯 西 积分 公式 ) 如 果 了 (z) 在 区 域 D 内 处 处 解析 ,C 为 
D 内 的 任何 一 条 下 向 简单 闭 曲线 , 它 的 内 部 完 爹 仿 于 ,zs 为 C 内 


的 任 一 点 , 那 末 


f(z) 
27i J 之 一 zd 
i 下] 由 于 jz) 在 z 连 续 ， 任意 给 定 e>0, 必 有一 介 9(e)> 
0, 当 |z 一 z | 6 時, | f(z) 一 f(z0) | て g. 設 以 zo 为 中 心 .R 为 半径 
的 圆周 天 : |z 一 | 二 RR 全 部 在 C 的 内 部 , 且 R65( 图 3.10), 那 末 


ceo ニキ (3. 5.1) 


ンー 


3.10 


7@) ), a _ je ュ (ee), 


ュー ダー 之 0 ダー 之 0 
で 


と 之 一 之 0 
由 (3. 1. 10) ,有 


| っ プ (*o) , 


之 一 Z0 


(3.5.2) 


| げ (e) 一 プ (s。) | 


|z—zo| 


de < の ご ち fds=2xe 
这 表明 不 等 式 堪 端 积分 的 模 可 以 任意 小 ,只 要 尺 足 够 小 就 行 了 . 
根据 闭路 变形 原理 ,该 积分 的 值 与 R 无 关 ,所 以 只 有 在 对 所 有 的 R 
。 の 55・ 


时 才 有 可 能 .因此 ,由 (3. 5.2) 即 得 所 要 证 的 (3.5.1) 


积分 值 为 志 
式 . 


[证 毕 ] 

如果 f(z) 在 简单 闭 曲线 C 所 围 成 的 区 域内 及 C 上 解析 , 那 末 
公式 (3. 5. 1) 仍 然 成 立 , 

公式 (3. 5. 1) 称 为 柯 本 积分 公式 . 通过 这 个 公式 就 可 以 把 一 个 
函数 在 C 内 部 任 一 点 的 值 用 它 在 边界 上 的 值 来 表示 。 换 句 i 
H 果 f(z) 在 区 域 边界 上 的 值 一 经 确定 , 那 未 它 在 区 域内 i 

处 的 值 也 就 确定 . 这 是 解析 函数 的 又 一 特征 . 阿 本 积分 公式 不 但 提 

供 了 计算 某 些 复 变 函 数 沿 闭路 积分 的 一 种 方法 ,而 且 给 出 了 解析 
函数 的 一 个 积分 表达 式 ， 从 而 是 研究 解析 函数 的 有 力 工具 ( 见 
S 6). 


fa = | 7 な Re の 2 の ] (3.5. 3) 


这 就 是 说 ,一 个 解析 函数 在 圆心 处 的 值 等 于 它 在 圆周 上 的 平均 值 ， 


例 求 下 列 积 分 ( 沿 圆周 正 向 ) 的 值 : 
1 2 


Sinz | 
1) 到 nz 2) ME 
[ 解 ] 3 5. 1) 得 ] 
] ) テー b E42= sinz | 一 0; 
lzl= - 
1 dz { 2 プッ 
の 0 5 ュー す ュー ナァ 3 


3 に! |*| 一 


一 2rieT 十 2rrv2 一 67z. 


$6 解析 函数 的 高 阶 守 数 
一 个 解析 函数 不 仅 有 一 阶 导 数 ,而 且 有 各 高 阶 导 数 , 它 的 值 也 
可 以 用 函数 在 边界 上 的 值 通过 积分 来 表示 . 这 一 点 跟 实 变 函 数 完 
全 不同 . 一 个 实 变 函 数 在 某 一 区 间 上 可 导 , 它 的 导数 在 这 区 域 上 是 
< g6・ 


否 连续 也 不 一 定 ,更 不 要 说 它 有 高 阶 导数 存在 了 . 
关于 解析 函数 的 高 阶 导 数 我 们 有 下 面 的 定理 . 
定理 解析 函数 f(z) 的 导数 仍 为 解析 函数 , 它 的 阶 导 数 
为 : 


A 


f® (2) = ds (z=1,2,…) (3.6.1) 


3 | (を 一 を 。)" 

其中 C 为 在 函数 /Ce) 的 解析 区 域 万 内 围绕 = 的 任何 - 条 正 向 简 
单 六 曲线 ,而 且 它 的 内 部 全 含 于 D. 
咕 ] 设 z 为 局内 任意 一 点 ,我 们 先 证 za 一 1 的 情形 , 即 


1 f(z) 
三 (の = | (zZ— Zo) 之 。 
根据 定义 
f '(2,) = lim A 1 (20) 
从 柯 西 积分 公式 得 
_ 1 [f(z) 
f(zo) 一 NE zd 
f(z) 
f (zo Az) 一 z 一 2 一 > プッ 
从 而 有 
げ (s。 十 As) 一 が eo) 1 f(z) f(z) 
Az | 一 § A 1 ーー 
1 Ga アプ (>) | 
~ 2zz J (> 一 %)( テ ーーAs) ーー%o)( を 一 %。 一 A 
1 f(z) 1 Azf (z) 
27i J eA + 1 (ーーー Ao 
设 后 一 个 积分 为 了 , 那 末 
7| _1 Azf (z)dz 
2 2 (z—z0)’ (z—20— Az) 


・8Z・ 


1 IAz| |f (z) lads 
27 J |z 一 zo|?1z 一 2 一 Az| 
”因为 f(z) 在 C 上 是 解析 的 ,所 以 在 C 
上 连续 ,由 第 一 章 $6 知 在 C 上 是 有 界 
的 . 由 此 可 知 必 存在 一 个 正 数 M ,使 得 
在 C 上 有 |f(z)| 志 MM. 设 4 为 从 zw 到 上 曲 
线 C 上 各 点 的 最 短 距离 (图 3. 11) ,并 取 
IAz | 租 当 地 小 使 基 満足 IAzl < テ の , 

那 末 我 们 就 有 图 3.11 


1 1 
|z 一 zo| =>d, PH の ん 


〆 ] .2 
|z 一 zo 一 人 Az| 宇 |z 一 zo| 一 IAzI テテ: A 


所 以 < As 
这 里 工 为 C 的 长 度 .如 果 Az-*0。 到 -~0, 从 而 得 


(zo 十 Az) 一 プア (e。) _ f(z) 
ア (a) lm zh >ー Ce id (3.6.2) 


这 表明 了 f(z) 在 的 导数 可 以 由 把 (3， 5. 人 
zo 求 导 而 得 . ] 
我 们 再 利用 (3. 6. 2) 以 及 推出 (3. 6. 2) 的 方法 去 求 极限 : 
i Ff (ee 士 As 一 ナ が (es) 
Asz-r0 Axz 
便 可 得 到 


ュー21 bf) 
f(z0) ンー を 


2 J 
有明 人 人 明 イー 解析 倍 衣 析 
_ 数 . 依次 类 推 ， 用 数学 归纳 法 可 以 证 明 : 


fe Cg = | (テー se) 


・ 88・ 


证 毕 ] 
公式 (3. 6. 1) 可 以 这 样 ; ,把 柯 西 积分 公式 (3. 5. 1) 的 两 边 
对 z 求 n 阶 导数 ,右边 求 导 下 过 全 求 导 时 把 被 积 函 数 看 
作 是 的 画数 而 把 = 看 作 常 数 . 


高 阶 导 数 公式 的 作用 ， 个 三 了 通过 积分 米 求 导 ， 而 在 于 通过 求 


好 来 求 积 分 . 
例 1 求 下 列 积 分 的 值 ,其 中 C 为 正 向 圆周 : |z|=r>>1. 


COSAZ * 
D Pe ーー 办 中 二 和 zz 


[ 解 ] 小 函数 一 1)s 在 C 内 的 = 一 1 处 不 解析 ,但 cosxx 在 C 
内 却 是 处 处 解析 的 . 根据 (3. 6. 1), 有 


i 


ュー ~ 12° 


COSTZ 2 ] 
d= (COsTe) (の 


2 (z—1)° (5 一 1)1 


2) 函数 -和 在 C 内 的 = 一 士 ; 处 不 解析 . 我 们 在 C 
内 以 ;为 中 心 作 一 个 正 向 圆周 C,, 以 一 ; 为 中 心 作 一 个 正 向 圆周 
CC( 半 3.122 , 那 末 函 数 ー ラ ーー 全 在 由 C,C 和 Cs 所 围 成 的 区 域内 是 
解析 的 .根据 复合 闭路 定理 ， : 


ど どの 
| FT を e+ ee 
由 (3.6.1) 有 


6 pi er” ' 
2 d 
HD DL dz= "Diler 
GE 
3 
同样 可 得 
Ns ーー の De 
ED 2 


< 89. 


lm ZD に が の 


テー 2 の (@ 一 2e ’) 
イー (F3 と の は の Snt 


ne 
ー テ (1ー の %(cos1 一 sin1) 
ーg ツ 2 sm| 1 一 工 
依 冰 全 2 设 函数 /=) 在 单 连通 域 刀 内 连 
续 , 且 对 于 B 内 任何 一 条 简单 团 曲 线 C 都 
有 中 Cd< 一 0 证 明 f(z) 在 B 内 解析 图 3.12 


(Morera 定理 ). 
[证 ] 在 B 内 取 定 一 点 %,z 为 B 内 任意 一 点 .根据 已 知 条 


件 , 知 积分 | 7(5) 必 的 值 与 连接 与 = 的 路 线 无 关 , 它 定义 了 一 个 
z 的 单 值 函数 ， 
] F(z) =| 7 (の g 
用 跟 证 明 $ 4 中 定理 二 完全 相同 的 方法 ,可 以 证 明 
が (z)= J (z) 


所 以 Fo) 是 巨 内 的 一 个 解析 函数 ,再 根据 刚才 证 明 的 定理 知 解析 
函数 的 导数 仍 为 解析 函数 , 故 /(z) 为 解析 函数 . 


87 ”解析 函数 与 调和 函数 的 关系 
在 前 一 节 , 我 们 证 明了 在 区 域 D 内 解析 的 函数 ,其 导数 仍 为 


解析 函数 ,因而 具有 任意 阶 的 导数 . 本 节 利 用 这 个 重要 结论 研究 它 


与 调和 函数 之 间 的 关系 . 
如 果 二 元 实 变 函 数 ez,) 在 区 域 D 内 具有 二 阶 连续 偏 导数 
并 且 满 足 拉 普 拉 斯 (Laplace) 方 程 
ず の Fg 
了 
那 末 称 zyy) 为 区 域 万 内 的 调和 函数 . 
w 90 . 


调和 函数 在 诸如 流体 力学 和 电磁 场 理 论 等 实际 问题 中 都 有 重 
要 的 应 用 ， 下 面 的 定理 说 明了 调和 函数 与 解析 函数 的 关系 . 

定理 ”任何 在 区 域 D 内 解析 的 函数 ， 它 的 实 部 和 虚 部 都 是 万 
内 的 调和 函数 . 

[证 ] 设 欧 =) 一 zx 十 刀 为 万 内 的 一 个 解析 函数 , 那 未 


从 而 Fu_ Fv Fv Pu Fv 
dydzx” ay 9zoy 
根据 解析 函数 高 阶 导 数 定理 ,zx 与 v 共有 任意 阶 的 连续 偏 导 
数 . 所 以 


Fv Pv 
dydz dzdy’ 


从 而 
同 理 


因此 ”与 "都 是 调和 函数 . 
证 毕 ] 
大 (ぞう 方 区 域 D 内 给 定 的 调和 函数 ， 我 们 把 使 wx 十 如 在 万 
内 构成 解析 函数 的 调和 函数 v(x,y) 称 为 “(zsy) 的 其 印 调和 现 
数 . 换 句 话说 ,在 D 内 满足 柯 西 - 黎 曼 方程 
MU 3 加 ga 
z ay’ な (3. 7. 1) 
的 两 个 调和 函数 中 ,w 称 为 x 的 共 轿 调和 函数 . 因此 ,上 面 的 定理 
说 明 ; 括 域 D 内 的 解析 函数 的 虚 部 妨 笑 部 的 共 都 週 和 評 数 . 
解析 沙 数 和 调和 浮 数 的 上 述 关系 ,使 我 们 可 以 借助 于 解析 范 
数 的 理论 解决 调和 函数 的 问题 . 在 第 六 童 $ 7 中 我 们 将 举例 说 明 解 
析 函 数 在 这 个 方面 的 应 用 . 
。 91。 


应 当 指出 ,如 果 已 知 一 个 调和 函数 4, 那 末 就 可 以 利用 柯 西 - 
黎 曼 方程 (3. 7. 1) 求 得 它 的 共 罗 调 和 函数 o, 从 而 构成 一 个 解析 本 
数 x 十 wi. 下 面 举例 说 明 求法 , 这 种 方法 可 以 称 为 偏 积分 法 
1 天明 zzyy) ニ アー3zyy 为 调和 函数 ,并 求 其 共 二 调 和 
函数 5(z,y) 和 由 它们 构成 的 解析 函数 . 

[ 解 ] 1) 因为 作 二 一 6zy, 针 二 一 6y。 


du Fu 
ター ダー3 ダ っ 3 一 63， 
、 Pu Fu 
所 以 dz’ a gy =0. 
这 就 证 明了 w(z,y) 为 调和 函数 : 
dv gu の 
2 ) 由 ay zr 一 6zy, 得 
v= | ~6zydy=——3zy +g(7), 
の ] 
元 一 一 3y 十 g (z), 
dw _ dt 得 
由 テ エー dy’ 
—3y 二 Tg (>) う テー3 十 3Z?。 
故 sg(z) 一 |3zzdz= x + 
因此 VCzy) 一 并 一 3zy 十 c 


从 而 得 到 一 个 解析 函数 
w=y—3riyti(r —37xy :+c). 
这 个 函数 可 以 化 为 
w= f(z)=i(z’ ce). 

此 例 说 明王 知 解析 画 数 的 实 部 ,就 可 以 确定 它 的 虚 部 , 玉 
.相差 一 个 任意 常数 . 下 面 的 例子 则 说 明 可 以 类 似 地 由 解析 函数 的 
” 虚 部 确定 (可 能 相差 一 个 常数 ) 它 的 实 部 . 

例 2 已 知 一 调和 函数 v= 二 e (ycosy 十 zsiny) 十 xX 十 y, 求 一 解 
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析 函 数 f(z) 二 ww 十 tw ,使 f(0)=0. 
[和解 | 因为 


の ー 。 
元 一 (ycosy 十 zsiny 十 siny) 十 1， 
gw 2 . 
3y ° (cosy— ysiny 十 zcosy) 十 1, 
由 du の 
下 一 あみ =e'(cosy— ysiny 十 zcosy) 十 1, 


得 u = Fe (cosyーysiny 十 cosy) 十 1]Z ァ 
一 人 (zcosyーysiny) 十 ヶ 十 g(>). 
do ge > 
由 元 一 3 得 
e (ycosy 二 xzxsiny 十 siny) 十 1 
=e (xsiny 十 ycosy 十 siny) 一 gr (>) 


故 ーー g(y) 一 一 y 十 c. 
因此 g 王 の (rcosy 一 ysiny) 十 テ ーッ と, 
而 f(z)=e’(xcosy— ysiny)+z— y+te 


十 夺 e" (ycosy 十 zsiny) 十 并 十 y 
一 zere? 十 zyerep 十 z(1 十 六 十 zy(1 十 方 十 c， 
它 可 以 写成 
f(z) 二 ze’ 十 (1 十 Dz 二 ec. 
由 /(0) 二 0, 得 c=0, 所 以 所 求 的 解析 函数 为 
a= (1+ Dz. 

下 面 再 介绍 一 种 已 知 调和 函数 z( ヶ , ぅ ) 或 ?zy 或 解析 函数 
f(z) 一 wu 十 iv 的 方 法 . 

我 人 知道 解析 画数 f(z) 一 “十 z 的 导数 / (Co) 仍 为 解析 函 
数 , 目 由 (2.2.2) 式 知 | 

fF" (=u i =u,—iu,=v, 二 mw; 

把 一 与 v, 十 iv, 还 原 成 > 的 函数 ( 即 用 = 来 表示 ) ,得 

JJ  (z) 一 sz 一 zl 一 7(z) 与 f ‘(2z)=v, 二 iv,=V(z). 
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将 它们 积分 , 即 得 
f(z) = [Ud tc (3.7.2) 


f(z) = ly の gzc (3.7.3) 
空 部 z 求 (>) 可 用 (3.7.2): 已 知 虚 部 v 求 f(z) 可 用 


(3.7.3). ー 
在 上 面 的 例 1 中 , 因 z デ テッ ーー 3, 故 zz 一 —6zy,u,= 3y 
3z° ,从 而 
ea ia aa 

ー37(z2 十 2xy2 一 ツウ ) 

一 3iz . 
故 fe = [aea- i 十] ] 
其 中 常数 。, 为 任意 纯 虚数 ,因为 /Cz) 的 实 部 为 已 知 西数 ,不 


包含 实 的 任意 常数 . 所 以 
f(z)=i(z’ 十 c)， 


其 中 C 为 任意 实 常数 、， 
又 如 上 面 的 例 2, 因 りー の :Cycosy einy う キテ キ テア 故 


?。 デ の (ycosy 十 ysiny 十 smy) 十 1・ 


ーー(cosyー ysiny 十 cosy) 十 1 


从 而 」 
f=e (cosyー ーysimy 十 zcosy) 十 1 すれ ダ (ycosy Tzsiny 
siny) 十 1 ー 
ーー(cosy 十 zsiny) 十 バテ 十 zy)e"siny 十 (Xx 二 iy)e’cosy 十 1 
十 ? ' 
ニン サウ キ ( テ 十 7y) の の 十 1 十 2 王 ど 十 se 十 1 十 z 
积分 ,得 
f= | cet 1 +Ddz= + (TD 
由 り 4 多 


尿 


其 中 < 为 实 常 数 . 
以 上 这 种 方法 可 以 称 为 不 定 积分 法 . 


小 


= | 


1. 复 变 函数 的 积分 是 定 积分 在 复数 域 中 的 自然 推广 ,两 者 的 
定义 在 形式 上 是 相似 的 \ 只 是 把 定 积分 的 被 积 函数 从 f(x) 换 成 
/4z) ,积分 区 间 [a,5] 换 成 了 平面 上 的 一 条 起 点 为 A 终点 为 BB 的 
光滑 曲线 C, 妈 


[fdz=lim 2 EA. 


所 以 , 复 变 函 数 的 积分 实际 上 是 复 平 而 上 的 线 积 分 
如果 f(z) 二 wu(z,y) 十 iv(zx,y)，, 那 未 


に 7 の gs=| wdz—vdy-+i|’ odz 十 zay ①) 
设 曲线 C 的 参数 方程 为 > 一 %⑦)ー テ (の 十 jy⑦)。 Cc か, 那 未 
に f(z)dz= | fz Ye (tat. (2) 
(1) 式 与 (2) 式 常常 用 来 计算 积分 的 值 . 在 计算 积分 时 ,公式 
es 
是 经 常用 到 的 ,应 把 它 记 住 . 


复 变 函 数 的 积分 有 跟 微 积分 学 中 的 线 积分 完全 相似 的 性 质 : 
(3. 1.7)，(3.1.8),(3.1.9),(3.1.10). 也 应 把 它们 记 住 . 

2. 柯 西 - 古 萨 基本 定理 ”如果 函数 f(z) 在 单 连 通 域 B 内 处 处 
解析 , 那 末 函数 f(z) 沿 B 内 任意 一 条 封闭 曲线 C 的 积分 值 为 零 ， 


bf (dz= 0. 
C 


定理 的 推 应 1) 如 果 函 妆 /2) 态 以 简 奖 半 贞 线 C 为 边界 
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的 有 界 闭 域 上 镶 析 , 屠 末 
Pf C2)dz= 0. 


(2) 如果 函数 f(z) 在 单 连 通 域 B 内 解析 ,在 闭 域 B 上 3 


那 末 ] 
Pf) de 0. 


(3) 复合 闭路 定理 肖 C 罰 多 送 通 者 由 誰 一 殺人 間 上 
线 ,CisCss…sCs 为 在 C 内 的 简单 辕 昌 线 ,它们 互 不 包含 又 互 不 
次 :又 设 昌 CC 尼 CLC tC 所 国 成 交 区 城 全 信二 の , 舌 果 プ 
在 の 内 解析 , 那 未 


1° $f@wdz= > 中 で e)gz, 其 中 C 与 C, 均 取 正 向 j 
C 上 一 1 を 


2 中 f(z)dz==0, 其 中 厂 为 由 C 与 Ci 组 成 的 复合 闭路. 


(4) 闲 路 变形 原理 在 区 域 呈 内 的 一 个 解析 函数 沿 闭 赂 线 的 
积分 ,不 因 闭 曲线 在 万 内 作 连 续 变形 而 改变 积分 的 值 , 吕 县 在 变 
形 过 程 中 曲线 不 经 过 了 (z) 不 解析 的 点 

我 们 可 以 像 下 面 那样 来 理解 原理 的 
正确 性 .设想 Cl 连续 变动 到 与 Ci 适当 靠 
近 的 曲线 Cs, 使 Ci 与 Cs 围 成 一 个 较 军 的 
环形 域 ( 图 3.13). 在 Ci 与 C: 上 各 自 取 个 
数 相 同 的 一 组 点 ,并 将 这 些 点 用 线段 连接 
起 来 形成 许多 网 格 . 这 样 的 每 一 个 网 格 都 ] 
落 在 一 个 f(z) 在 其 内 部 解析 的 圆 域内 ， 图 3.13 

根据 基本 定理 沿 每 一 个 网 格 边 界 的 要 

均 为 零 . 把 沿 所 有 网 格 边 界 的 积分 加 起 来 ,因为 沿线 段 的 积分 互 
相抵 消 , 故 有 


* 9 ゃ 


bf Ce)dzt Pf (dz=0, 
Ci C, 


BB bf Ca)dz= bf Cdz. 
で @ 


如 果 要 Ci 变 到 某 一 曲线 C, 那 末 让 Cs 逐步 向 C 变动 而 积分 值 不 
変 . 
3. 柯 西 积分 公式 
oz) 一 工 あ が 3) 


2X1 メタ ー%o 
与 高 阶 导数 公式 / 
oe うー f(z) de (4) 


2 アァ (一 うす 1 
是 复 变 函数 中 两 个 十 分 重要 的 公式 , 既 有 理论 价值 ,又 有 实际 应 
用 . 它们 也 都 是 计算 积分 的 重要 工具 . | 
柯 西 积分 公式 的 证 明基 于 柯 西 - 古 萨 基本 定理 , 它 的 重要 忆 在 
于 一 个 解析 函数 在 区 域内 部 的 值 可 以 用 它 在 边界 上 的 值 通过 积分 
来 表示 ,所 以 它 是 研究 解析 函数 的 重要 工具 .例如 假定 解析 函数 
f(z) 在 区 域 边界 上 的 值 为 1, 那 末 由 (4) 式 知 f(z) 在 区 域内 的 值 处 
处 等 于 1, 这 一 特性 非 一 般 二 元 实 函 数 所 能 具有 ,例如 函数 f(x，,y) 
一 2x 十 4y 一 9 在 椭 加 2x: 十 4y: 二 9 上 的 值 处 处 为 零 , 但 在 椭 图 内 
点 《0,0)、(1,0) 与 (0,1) 处 的 值 却 分 别 为 一 9、 一 7 与 一 5. 
高 阶 导数 公式 (4) 表 明了 解析 函数 的 导数 仍然 是 解析 函数 这 
一 异常 重要 的 结论 . 同时 表明 了 解析 函数 与 实 变 函 数 的 本 质 区 别 . 
4. 在 计算 沿 封闭 路 线 的 积分 时 ,我 们 常 以 柯 西 - 古 萨 基本 定 
理 、 复 合 闭路 定理 、 闭 路 变形 原理 为 依据 ,以 柯 西 积 分 公式 、 高 阶 导 
数 公 式 为 主要 工具 . 由 于 被 积 函 数 往 往 形式 多 样 ,有 装 还 比较 复 
杂 ，, 所 以 常常 不 能 直接 套用 某 个 公式 就 能 奏效 ,而 需 将 被 积 函 数 作 
适当 的 变形 ,例如 把 它 化 为 部 分 分 式 或 公式 中 的 形式 ,然后 联合 使 
用 这 些 定理 、 公 式 和 积分 性 质 才 能 解决 . 至 于 计算 沿 非 封闭 路 线 的 
る 9Z* 


积分 ,我 们 往往 先 求 被 积 函数 的 原 函 数 , 然 后 用 公式 (3.4.2) 来 计 
算 . 当然 利用 公式 (1) 与 (2) 来 计算 积分 ,不 论 路 线 是 否 封 闭 都 是 可 
以 的 ,但 其 间 存 在 着 难 、 易 、 繁 、 简 之 别 , 究 竟 用 何者 为 好 ,要 根据 具 
体 问 题 而 定 . 

以 上 所 说 ,只 就 一 般 情况 而 言 ,在 第 五 章 中 还 要 介绍 用 留 数 来 
计算 积分 的 方法 . 

5. 在 一 个 区 域 DD 内 ,具有 二 阶 连 续 偏 导数 旦 满足 拉 普 拉 斯 方 
程 的 二 元 函数 p(x,y), 称 为 在 区 域 D 内 的 调和 函数 流速 场 的 流 
函数 与 势 函 数 、 静 电场 的 力 函 数 与 势 函 数 以 及 热流 场 的 流 函 数 与 
温度 分 布 函数 都 是 调和 函数 . 调和 函数 跟 拉 普 拉 斯 方程 的 边 值 问 
题 密切 相关 ,而 解析 函数 的 实 部 和 虚 部 恰恰 是 调和 函数 ,因此 , 解 
析 函 数 就 跟 拉 普 拉 斯 方程 的 边 值 问 题 紧 密 相连 . 我 们 在 第 六 章 中 
将 看 到 用 复 变 函数 的 理论 与 方法 来 解决 拉 普 拉 斯 方程 的 边 值 问题 
是 比较 方便 的 . 

由 于 一 个 解析 函数 f(z) 二 tz 十 纪 的 导数 仍然 是 解析 函数 ， 如 
果 把 它 的 各 阶 导数 写 出 来 ,得 

f(z) =udtiv = My, 
Pa =us a=) = til Uyz) 
=—UyyTi(— ur), 
可 知 ,g、e 的 四 个 一 阶 偏 导数 , 八 个 二 阶 人 篇 导数 ,…… ;任意 阶 的 偏 
导数 都 存在 而 且 连 续 ,并 都 是 调和 函数 . 

解析 函数 x 十 如 的 虚 部 w 称 为 实 部 & 的 共 辆 调和 函数 ,或 者 
说 ,满足 C-R 方程 :us 二 vyyv; 二 一 wy 的 v 称 为 w 的 共 罗 调 和 函数 
要 注意 的 是 ww 与 v 的 地 位 不 能 颠倒 ,另外 ,任意 两 个 调 秀 数 与 
v 所 构成 的 沙 数 十 记 不 一 定 是 

和 解析 鲁 才 的 多 部 或 天 部 求解 析 卫 吉 的 方法 ， 已 经 介绍 过 
两 种 ,下 面 再 介绍 一 种 方法 , 称 为 线 积分 法 ， 

设 zx 为 区 域 万 内 解析 函数 了 (z) 的 实 部 ,由 于 它 是 调和 函数 ， 
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故 有 wsz 十 wyy 二 0, 即 有 (一 wy), 二 (4.);， 由 此 可 知 一 wdz 十 wdy 選 
为 某 一 个 二 元 函数 v 的 全 微分 : 

dyu==—uydzri+udy=vdzivdy. 
于 是 有 二 vy,Vz 一 一 wy, 即 uyv 满足 C-R 方程 ,从 而 w 十 iw 为 一 解 
析 函 数 , 而 


{zy 
"一 | ーーg の ァ 十 の ヶ 十 c 


- (zo yp) 


其 中 C 为 常数 ,(xo，, Yo) 为 D 中 的 菜 一 点 ， 
第 三 章 习 题 


- 沿 下 列 路 线 计算 积分 | ze 
1) 自 原点 至 3 十 i 的 直线 段 ーー 
2) 目 原 点 沿 实 轴 至 3, 再 由 3 铅 直 向 上 至 3 十 2 
3) 自 原点 沿 虚 轴 至 ;再 由 ; 沿 水 平方 向 向 有 至 3 十 
:分别 滑 > 一 与 y 一 zz? 算出 积分 | (z? 十 yydz 的 值 
. 设 f(z) 在 单 连通 域 8 内 处 处 解析 ,C 为 B 内 任何 一 条 正 向 简单 闭 曲 


Fw 


co KS 


线 . 问 
{Re (2) Jdz=0, 和 mr (>) Jdz=0 
是 否 成 立 ?如 果 成 立 , 给 出 证 明 ; 如 果 不 成 立 , 举 例 说 明 ， 
4, 利用 在 单位 图 上 一 万 的 性 质 ,及 柯 西 积分 公式 说 明 中 sdz 一 2xi, 其 
中 C 为 正 向 单位 圆周 |z| 一 1 
5. 计算 积分 日 的 值 ,其 中 C 为 正 向 圆周 ， 


1)|z=| 一 2， 2)|z|=4. 
6. 试用 观察 法 得 出 下 列 积分 的 值 ， 并 说 表现 察 时 也 依据 的 是 什么 1C 是 


正和 疝 的 圆周 |z|==1. 
dz dz 
りす > 2 rt 3) Pg 
6 と . @ 
4) 4 < ;} 5) ウン 6) ゅ ーー ギーーー 
と *ー テ ね と (= 一 于 | (z 十 2) 


7. 站 | 


i | ， 
ーー C:|z 一 al 一 ai 由 一 二 1 、 
め < ーー ュー ン ーー レー を う 
- ' 一 C 一 DA 
erdz 3 
3) 人 lz—27]| == っ ) 
と . ， 
zdz ,, _ 
Ve le っ (7 
ーー Ci ー テ 1 。 ーー マデ 
5 en ET 一 1)” 1z1 へ 三 一 一 Hr 
b J ーー ンマ 
- 3 た 4 シ 
dz 
Ee : デー 
7 je ーッ 
. ・ 4 ~~ - | 
8) { sinzdz > し * | を | =1; _ i Te ソ Ey へ .2 前 
J ~ Z ーッ 
- | i 
{ sinzdz C:lz|=2 8 ンー 站 l 
” | -| wo | 
2 2 し ' 
105 ーー |z| 1 -A ) -一 
を “て 一 : 一 
他 e“dz; ass $| sinzdz; ブー 
6" —xi | 
| zsinzdz; 5 (z—1)e “dz; < 
) 和 3 
[は 一 82gz( 沿 1 到 i 的 直线 自 )。，， a 
i YY ”4 人 
We -全 4 いい 
dz, 其 中 C: = 一 坟 正 各 ， 人 


AN 
中 Cl 一 1| 62 向 , も ーー 
er C:lz—1|=6 为 下 Fm A し 。 3 


3 中 Far, :1z| 一 2 为 正 向 ,Cz:1z| 一 3 为 负 向 ; 
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yy 入 


テキ 人 ; 为 怖 点 的 正 向 萎 形 ， 
トー 


Y 9 
J 一 
pe ii: 10 人 lz[ デ 1 方正 向 . 
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10. 证 明 ， cc すさ バー 0. 


11. 下 列 两 个 积分 的 值 是 否 相等 ?积分 2) 的 值 能 否 利用 闭路 变形 原理 从 
1 的 值得 到 ?为 什么 ? 
1) 二 dz; 2) 一 dz. 
lz $3 $ MM 


12. 设 区 域 D 为 右 半 平面 ,z 为 内 圆周 |z| 一 1 上 的 任意 一 点 ,用 在 の 
内 的 任意 一 条 曲线 C 连结 原点 与 <, 证 明 Re| | gd& | 一 子 . [提示 : 可 取 
从 原点 沿 实 轴 到 1, 再 从 1 沿 圆周 |z|=1 到 z 的 曲线 作为 C. ] 

13. 设 C, 与 C: 为 相交 于 M、N 两 点 的 简单 闭 曲 线 ,它们 所 围 的 区 域 分 别 
为 Bi 与 Bo. Bi 与 B 的 公共 部 分 为 B. 如果 f(z) 在 Bi 一 B 与 B, 一 B 内 解析 ， 
在 CC: 上 也 解析 ,证 明 ， $a $a 


”14. 设 C 为 不 经 过 a 2 与 «的 正 向 简单 闭 曲线 ,a 为 不 等 于 零 的 任何 复 
数 . 试 就 4 与--a 跟 C 的 各 种 不 同位 置 ,计算 积分 


Pat 
的 值 . 
15. 设 C 与 C: 为 两 条 互 不 包含 ,也 不 相交 的 正 向 简单 闭 曲线 ,证 明 
1 zdz sinzd 2 z0，。 当 在 Ci 内 时 ， 
而 | 和 当 る 在 の 内 時 

16. 设 函 数 f(z) 在 0 过 lz| 二 1 内 解析 , 且 沿 任何 阅 周 C:|z|=r ,0 二 =r 过 1 
的 积分 等 于 零 , 问 f(z) 是 否 必需 在 z==0 处 解析 ? 试 举 例 说 明之 . 

17. 设 f(z) 与 g(z) 在 区 域 D 内 处 处 解析 ,C 为 D 内 的 任何 一 条 简单 闭 
曲线 , 它 的 内 部 全 含 于 D. 如果 f(z)==g(z) 在 C 上 所 有 的 点 处 成 立 , 试 证 在 
C 内 所 有 的 点 处 f(z)= 二 g(z) 也 成 立 . 

18. 设 区 域 D 是 圆 环 域 ,f(z) 在 DD 内 解析 ,以 圆 环 的 中 心 为 中 心 作 正 向 
圆周 天 ;与 玉民 :包含 KR ,zo 为 天 :天 :之 间 任 一 点 , 试 证 (3. 5. 让) 仍 成 立 , 但 C 
要 换 成 K7 十 尺 ;( 见 图 ). 
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19, 设 f(z) 在 单 连通 域 B 内 处 处 解析 ， 2) w=/| 之 | . [提示 : 1) 今 ft 二 ar 十 by, 因 usr 十 uyy 二 0, 从 而 有 fr 
且 不 为 零 . C 为 B 内 任何 一 条 简单 闭 曲 线 . 问 


积分 (一 0;2) 令 上 二、] 


TI. 


30 出 下 列 各 已 知 调和 函数 求解 析 函 数 f(z) 一 十 志 . 


f (x) 
J T° 1) w= (x—y)(r’+4ry 二 yy ); A a 
是 否 等 于 零 ? 为 什么 ? の マー ター ro EY a 
20. 试 说 明 柯 西 - 古 萨 基 本 定理 中 的 C ーー そう ッ ーー [ 
、 3) gz 王 2( テ 一 1) ッ , (2 う デー マン い ネー 
为 什么 可 以 不 是 简单 闭 曲 线 ? っ oe WW の デー トル 
21. 设 f(z) 在 区 域 D 内 解析 ,C 为 万 内 4) v= arctg — > z>0. UF A . 
的 任意 一 条 正 向 简单 闭 曲 线 ,证 明 :对 在 DD 第 18 题 图 31. 设 v= an 求 之 的 值 使 " 为 调和 基数 ， 并 过 出 解析 函数 f(z) 二 x 
内 但 不 在 C 上 的 任意 一 点 zo 等 式 。 +m. | ] 
ア (>) f(2) “32. 如 果 ulz,y) 是 区 域 D 内 的 调和 函数 ,C 为 DD 内 以 zo 为 中 心 的 任何 
| rr -个 正 向 圆周 : |z 一 z6| 二, 它 的 内 部 全 合 于 D. 试 证 ; 
成立 四 1) utzvy) 在 (zyy) 的 值 等 于 wz,y) 在 圆周 C 上 的 平均 值 , 即 
22. 如果 (zy) 和 %(z,y) 都 具有 二 阶 连 续 偏 导数 , 且 适 合 拉 普 拉 斯 方 w(xory0) = 支 | uzo treosp, yo rsing) dp; 
程 ,而 一 みる ーッ ー み 十 > 那 未 :十 六 是 十 iy 的 解析 函数 . | 2) x(zyy) 在 (zyy) 的 值 等 于 wx(zyy) 在 圆 域 jz 一 zl 入 ro 上 的 平均 值 ， 
23. 设 为 区 域 D 内 的 调和 函数 及 f= 5 是 不 是 DD 内 的 解 即 gy うー 站 ulzotrcosg, yo 十 7Sim の 7 の の 77. 
析 函 数 ?为 什么 ? 提示 :利用 平均 值 公式 (3. 5. 3). 
24. 函数 g ゎ ニ ィ > 是 z ニ ェ y 的 共 轿 调和 函数 吗 ? 为 什么 ? *33. 如果 /(z) 王 x 十 p 在 区 域 の 内 外 外 解析,C 方 内 的 正 向 岡 周 : 
25. 设 w 和 ww 都 是 调和 函数 ,如 果 v 是 的 共 元 调和 函数 , 那 末 也 是 Iz| 二 R, 它 的 内 部 全 合 于 D. 设 z 为 C 内 一 点 ,并 令 =R?/z, 试 证 
的 共 轿 调和 函数 .这 句 话 对 吗 ?为 什么 ? | $2 メー 如 对 FE po 
26. 正明 :一 对 共 斩 调 和 范 数 的 乘积 仍 为 调和 函数 . 、 
27。 如果 Fo 二 xz 十 如 是 一 解析 函数 , 试 证 * 34. 根据 柯 西 积分 公式 与 习题 33 的 结 者 果 ,证 明 
1) 1 了 G5 也 是 解析 函数 : Fo 一 并 | に ーー と の 
pC pe , RE ge, 
3) うっ 23 ーー ae リー ー4(g 十 9 の) 三 4 | プ (Ca) |*. ] 2 J CR 一 5 2) 
28. 证明 ,一 z= 一 y 和 一 二 汪 都 是 调和 函数 ,但 是 w 十 io 不 是 解析 本 mo 了 人 Renee 验证 
数 . . dt dt /¢ 7 の 0 


29. 求 具有 下 列 形式 的 所 有 週 和 貢 数 z: 「 一 (一 と る ) く ーs)(『 一 を ) ~ 太一 2Azcos(9 一 の 士 7" 
1) zx 一 (az 十 py))a 所 6 为 常数 ， 并 由 34 题 的 结果 ,证 明 
い 102 い e 103 . 


f= -| 局 〔 展 2 一 六 RH FR 


ー2 が zcos(9 一 の 十 /2 太一 2zcos( の この Ll. 


取 其 实 部 ,得 
(テッ ア ) ー を (COS の 。 7Sin の ) 


27 Jo R*—2Rrcos(@—g) 十 z2 dd 


这 个 积分 称 为 泊 松 (Poisson) 积 分 . 通过 这 个 公式 ,一 个 调和 函数 在 一 个 


圆 内 的 值 可 用 它 在 圆周 上 的 值 来 表示 . 


“36. 设 f(z) 在 简单 闭 曲线 C 内 及 C 上 解析 , 且 不 恒 为 常数 ,n 为 正 整 


1) 试用 柯 西 积分 公式 证 明 : 
OT 
[7 (2)] -2m ーー 


| 2) 设 M 妨 F(C)| 在 C 上 的 最大 債 , ア 为 C 的 长 ,4d 为 z 到 CC 的 最 短 
距离 ,试用 积分 估 值 公式 (3.1. 10) 于 1) 中 的 等 式 , 证 明 不 等 式 ， 
7 の lsw[ 寺 |" 
3) 令 m> 十 co, 对 2) 中 的 不 等 式 取 极限 ,证 明 , | げ (z) | < 这 个 结 
明 : 在 闭 区 域内 不 恒 为 常数 的 解析 函数 的 模 的 最 大 值 只 能 在 区 域 的 ; 
只 域 的 ; 
上 取得 (最大 模 原 理 ). 間 
根据 这 一 结果 可 知 : 在 无 源 无 旋 的 平面 稳定 非 等 速 的 流速 场 中 的 流速 最 


大 值 , 即 它 的 复 势 f(z) 的 模 | 了 f(z) | ,不 能 在 场 的 内 部 取得 ,只 能 在 场 的 边界 
上 取得 . ] 
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第 四 章 级 数 


我 们 在 高 等 数学 中 学 习 级 数 时 ,已 经 知道 级 数 和 数列 有 着 密 
切 的 关系 . 在 复数 范围 内 ,级 数 和 数列 的 关系 与 实数 范围 内 的 情况 
十 分 类 似 . 我 们 即将 看 到 ,关于 复数 项 级 数 和 复 变 函数 项 级 数 的 茶 
些 概念 和 定理 都 是 实数 范围 内 的 相应 内 容 在 复数 范围 内 的 直接 推 
广 .因此 ,在 学 习 本 章 内 容 时 ,要 结合 高 等 数学 中 级 数 部 分 的 复习 ， 
并 在 对 比 中 进行 学 习 . 

本 章 的 主要 内 容 是 :除了 介绍 关于 复数 项 和 复 变 函数 项 级 数 

的 一 些 基本 概念 与 性 质 以 外 ,着 重 介 绍 复 变 函数 项 级 数 中 的 帮 级 
数 和 由 正 、 负 整 次 宕 项 所 组 成 的 洛 朗 级 数 , 并 围绕 如 何 将 解析 函数 
展开 成 军 级 数 或 洛 朗 级 数 这 一 中 心 内 容 来 进行 . 这 两 类 级 数 都 是 
研究 解析 函数 的 重要 工具 ,也 是 学 习 下 一 章 “ 留 数 ’ 的 必要 基础 . 


$1 复数 项 级 数 


1. 复数 烈 的 极限 ” 设 {w) (一 1,2,…) 为 一 复数 列 , 其 中 = 
2 十 ,又 设 一 ea 十 翅 为 一 确定 的 复数 .如果 任 意 给 定 s>0, 相 应 こ 
地 能 找到 一 个 正 数 NCe), 使 la 一 al<s 在 n>N 时 成 立 , 那 未 a 称 
为 复数 列 {o} 当 woo 时 的 极限 , 记 作 . . 


lim QO 一 a, 


OD 


此 时 也 称 复数 列 {@} 收 敛 于 a 
”定理 一 ”复数 列 {a,} (n 一 1,2,…) 收 敛 于 a 的 充 要 条 件 是 
| lima 一 alimp 一， ra tt. 
[证 ] 如 果 lima 一 w, 那 末 对 于 任意 给 定 的 e> 0, 就 能 找到 一 
个 正 数 , 当 n> 时 ， 
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(oe。 十 あう 一 (g 十 め ) 1 て g, 


从 而 有 |a 一 a| 委 |(o 一 a) 十 20 一 站 | 一 e， 
所 以 lima, =a. 
同 理 hm みみ . 


反之 ,如果 lima, 二 a, lim6, 一 0, 那 末 当 ヶ >N 时 ， 


la,— ーg| マテ |<. 
人 而 有 lw 一 “一 |(o 一 人 -bl<e 


所 以 lim oa, =—Q, 
[证 毕 ] 
2. 级 数 概念 设 {@) 二 (ay 十 iB,} (rn 一 1,2,…) 为 一 复数 列 , 表 
达 式 


や エキ ー オ ag 二 … 
r=} 


称 为 无 穷 级 数 ,其 最 前 面 ヵ 项 的 和 
5 一 0 十 十 十 ww 


称 为 级 数 的 部 分 和 ， 
如 果 部 分 和 数列 {s} 收敛， 导 末 级 数 a 称 为 收 全， 并 且 极 
限 lims, 二 s 称 为 级 数 的 和 . 如 果 数 列 {s,} 不 收敛 , 那 示 级 数 > a。 称 
定理 二 ”级 数 > )w 收敛 的 充 要 条 件 是 级 数 六 os 和 Yb 都 
收敛 ， 


[证 ] 因 $x 王 十 @z 十 十 0 二 《Qi 十 az 十 … 十 a,) 
十 区 十 み 十 … 十 ,) = 7, 9 


其 中 6 二 a 十 @z 十 … 十 asy5 一 1 十 b 十 … 十 bs 分 别 为 フウ ,an 和 ふら 
n=1 1 
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的 部 分 和 . 由 定理 一 , {s,} 有 极限 存在 的 充 要 条 件 是 (0.} 和 (r,} 的 


极限 存在 , 即 级 数 > 和 >) 都 收 全 


[证 毕 ] 
定理 二 将 复数 项 级 数 的 审 敛 问题 转化 为 实数 项 级 数 的 审 伍 问 


题 ,而 由 实数 项 级 数 》 Ya 和 了)b, 收敛 的 必要 每 件 


EE 


立即 可 得 lima. 一 0, 从 而 推出 复数 项 级 数 >)a。 收 全 的 必要 条 件 是 


lima, = 0. 
no 


定理 三 ”如 果 六 |c. | 收敛 , 那 未 >)w 也 收敛 , 且 不 等 式 


[证 ] 由 于 > lol= > V t+, 


ー ツ "le 成立 


而 PEL A 


根据 实数 项 级 数 的 比较 准则 ,可 知 级 数 > la 及 2， [6 | 都 收敛 ， 
因而 沪 )a 和 这) 也 都 收 全 由 定理 二 ,可 知 a 是 收敛 的 ， 由 
对 于 级 数 > 与 > |w| 的 部 分 和 成 立 的 不 等 式 

Isls め lsi 


可 以 得 出 a Sl ci Sola | al< Slar 


[证 毕 ] 
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如果 >) | 政 数 。 屠 末 称 级 数 > ya 为 绝对 收敛 . 非 绝对 收 
化 的 收 敏 级 数 称 为 条 件 收 伍 级 数 


顺便 指出 ， 由 于 V os 十 用 委 law| 十 地上 因此 
や Ver+gslw は や 
所 以 当 > 与 > 绝对 收敛 时 , > `w 也 绝对 收敛 . 结合 定理 三 
的 证 明 过 程 ,可 知 的 
绝对 收敛 . 
另外 ,因为 1% | 的 各 项 都 是 非 负 的 实数 ,所 以 它 的 收 全 性 


可 用 下 项 级 数 的 判定 法 来 判定 . 
例 1 下 列 数列 是 否 收敛 ? 如 果 收 敛 , 求 出 其 极限 . 


pe ea 


2) w, =ncosin. 


[ 解 ] 1) 因 “| 区 -| 1 十 二 


A 。， A 
COS 一 7S1n 一 一 

ー 十 asin 二 | , 故 
ww 一 | 1 十 


1 工 1 


。 TT 

SiH 一 一 
n 

而 lima, 王 1 , Hm 一 0 

所 以 数列 w=| 1 十 十 | 4 收敛 , 且 有 limw 一 1 


2) 由 于 二 ncosin 二 nchn; 因 此 ， 3 n> oo 时 ,a っ oo 所 以 a 
发 散 . 

例 2 下 列 级 数 是 否 收敛? 是 否 绝 对 收敛 ? 

り ゆ うだ テト テ | の > 人 5 > ーー な | 


解 】 1) 因 ぷ ニー ツ ) 本 疫 散 , ペ ムー ツ ) 二 収 飲 ・ 故 原 级 
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数 发 散 | 

2) 因 | 人 | -到 ,由 正 项 级 数 的 比值 审 伍 法 知 > wi 收 人 
上 人 ー 

3) bp ーー て 履 偽 3 去 也 收敛 , 故 原 级 数 收敛 但 


因 2 人 一 了 为 条 件 收敛, 所 以 原 级 数 非 绝对 收 伍 ， 


$2 桥 级 数 
1. 村 级 数 概念 设 {f,(z)}(n 二 1,2,…) 为 一 复 变 函数 序列 ， 


其 中 各 项 在 区 域 D 内 有 定义 . 表达 式 
(の Cz) 十 fz) 十 十 f(z) 十 《4.2.1) 


7246 记 作 > (z). 这 级 数 的 最 前 面 n 项 的 和 
sa(Z) = PE .十 广 (z) 
称 为 这 级 数 的 部 分 和 
如 果 对 于 D の 内 的 某 一 点 zo， 极 限 
lims, (z0) = s (zo0) 
存在 ， 那 来 我 们 称 复 变 函 数 项 级 数 (4. 2.1) 在 收敛 ,而 *(z) 称 
为 它 的 和 . 如 果 级 数 在 D 内 处 处 收敛 ， 那 未 它 的 和 一 定 是 z 的 一 


个 函数 s(2): 


s(z)=fi(z) 二 fal2) 二 十 fC2) 十 *… 
:( 称 为 级 数 > うた (z) 的 和 函数 . 
f= _i(z 一 a)" 或 f.(z) 二 ci1z”!' 时 ,就 得 到 函数 项 
级 数 的 特殊 情形 . 
> (z—a)" 二 co 十 C1(z 一 Q) 十 cs(z 一 4a)? 十 … 十 cn《z 一 a)" 十 … 


(4. 2. 2) 
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或 之 /ce = tc tc he (4. 2. 3) 
这 种 级 数 称 为 震级 数 ， 
如果 今 zーa= と , 那 末 (4. 2. 2) 成 为 S`ctr ,这 是 (4 2. 3) 的 形 


式 . 为 了 方便 ,今后 常 就 (4. 2. 3) 来 讨论 ， 


同 高 等 数学 中 的 实 变 每 级 数 一 样 , 复 变 考 级 数 也 有 所 
4 fF 
数 的 收敛 定理 , 即 阿 页 尔 定理 . 有 所 谓 稀 级 


定理 一 ( 阿 贝尔 Abel 定理 ) 如 果 级 数 S Yeww' 在 z= ゃ (0) 
证] . 由 于 级 数 >ca 收敛 ,根据 收敛 的 必要 条 件 ,有 
limc 当 一 0, 因 而 存在 正 数 M ,使 对 所 有 的 有 

lc | <M 
_ 加 果 | を | ご |s| . 那 未 |s|/ls。| ご 1. 耐 
CC 


eae | = ce | ・ 三 | <mg. 
-和 一 -一 一 > 0 


由 于 之 /WM9 为 公 比 小 于 1 的 等 比 级 数 , 故 收敛 ,从 而 根据 正 


n= 


项 级 数 的 比较 审 伍 法 知 
2 lee | 二 |co| 十 |cz| 十 ca | 十 … 十 [cw | 十 (4. 2. 4) 


“收敛 ,从 而 级 数 > "cue 是 绝对 收敛 的 . 
另 一 部 分 的 证 明 , 由 读者 自己 来 完成 . 
| [证 毕 ] 
2. 收敛 圆 与 收 剑 半径” 利用 阿 贝尔 定理 ,可 以 定 出 每 级 数 的 
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收敛 范围 .对 一 个 寡 级 数 来 说 , 它 的 收敛 情况 不 外 乎 下 述 三 种 : 

i) 对 所 有 的 正 实数 都 是 收敛 的 . 这 时 ,根据 阿 贝尔 定理 可 知 
级 数 在 复 平面 内 处 处 绝对 收敛 : 

间 对 所 有 的 正 实数 除 z=0 外 都 是 发 散 的 . 这 时 ,级 数 在 复 平 
面 内 除 原 点 外 处 处 发 散 . 

ii) 既 存在 使 级 数 收敛 的 正 实数 ,也 存在 使 级 数 发 散 的 正 实 
数 . 设 z=a( 正 实数 ) 时 ,级 数 收敛 ,z 一 BR( 正 实数 ) 时 ,级 数 发 散 , 那 
末 在 以 原点 为 中 心 ,a 为 半径 的 圆周 C。 内 ,级 数 绝对 收敛 ;在 以 原 
点 为 中 心 ,B 为 半径 的 圆周 Cs 外 ,级 数 发 散 . 显然 ,g 达 Bp. 否则 ,级 
数 将 在 a 处 发 散 ， 现在 我 们 设想 把 z 平 面 内 级 数 收 敛 的 部 分 数 以 
红色 ,发 散 的 部 分 染 以 蓝 色 . 当 a 由 小 逐渐 变 大 时 ,C。 必定 逐渐 
接近 一 个 以 原点 为 中 心 ,R 为 半径 的 圆周 Cx. 在 /Cs 的 内 部 都 是 红 _ 
色 ,外 部 都 是 蓝 色 . 这 个 红 蓝 两 色 
的 分 界 圆周 C。 称 为 宕 级 数 的 收 _ 
敛 贺 (图 4.1). 在 收敛 圆 的 内 部 ， 
颁 组 殉 对 收敛 ;在 收敛 圆 的 外 部 ， 
级 数 发 散 . 收敛 圆 的 半径 R 称 为 
收敛 半径 . 所 以 震级 数 (4. 2. 3) 的 

全 范围 是 以 原点 为 中 心 的 圆 域 
对 震级 数 (4. 2. 2) 来 说 , 它 的 收敛. 
落 围 是 以 z=a 为 中 心 的 圆 域 -在 

伍 圆 的 圆周 上 是 收敛 还 是 发 散 ， 
不 能 作出 -- 般 的 结论 ,要 对 具体 级 图 4.1 
数 进行 具体 分 析 .， 

例 1 求 舌 级 数 

> ター1 十 十 十 ツ … 十 ダ 十 … 


的 收敛 范围 与 和 函数 ・ 
[ 解 ] 级 数 的 部 分 和 为 


。 了 7 。 


*ー1 オ トキ ー オ ャ コー (デュ 


当 |z|<1 时 ,由 于 lmx 一 0, 从 而 有 lims= -二 -, 即 |z|<1 时 ,级 


あう 收敛 ,和 函数 为 一 -; 当 |z| 之 1 时 ,由 于 noo 时 ,级 数 的 


一 般 项 > 不 趋 于 零 @, 故 级 数 发 散 . 由 阿 贝尔 定理 知 级 数 的 收敛 
范围 为 一 单位 圆 域 |z|<1, 在 此 圆 域内 ,级 数 不 仅 收敛 ,而 且 绝 对 
收 伏 . 收敛 半径 为 1, 并 有 __ 


NN ノー ニュ キ … 二 デオ ・ 


一 一 一 一 
3. 收敛 半径 的 求法 关于 医 级 数 (4. 2. 3) 的 收 化 半径 的 求 
法 ,我 们 有 


定理 二 (比值 法 ) 如果 lnm | 并 | =4 关 0, 那 末 收 敛 半径 
_ー 1 
バテ ーー・ 

证 由 于 


a im Sr ls 收敛. に 根据 上 节 的 定理 二 ,上 
数 > cz 在 囲 に | 一 内 収 人 

co に | っ 時, 角 数 cw 发 散 . 優 設 在 園 |.<| 本 外 有 
一 点 使 级 数 Yes 收敛 , 在 圆 外 再 取 一 点 ,使 |z | 过 |z,|， 


那 末 根 据 阿 贝尔 定理 ,级 数 >) |c| | 地 | 必 收 化 .然而 |a1> 寺 ,所 


① 见 本 章 习 题 第 2 题 . 
・ 7 リク * 


以 


mn 二 1 
me ll =Alzi | 之 1. 
Hoo cg | 


这 跟 3 le,| 1a1" 收 化 相 蔬 盾 , 即 在 圆周 |z| 二 地 外 有 一 点 am, 使 级 
数 Ses 收 伍 的 假定 不 能 成 立 . 因而 > ce 在 圆 |z| 一 广 外 发 


散 .以 上 的 结果 表明 了 收敛 半径 ニテ 

: | [证 毕 ] 

我 们 必须 注意 ,定理 中 的 极限 是 假定 存在 的 而 且 不 为 零 如 

果 2 一 0, 那 来 对 任何 = 级 数 ， lc1lz|" 收敛， 从 而 级 数 > ,co 在 
复 平面 内 处 处 收 伊 , 即 妇 三 ce 如果 一 十 ce， 上 十。 , 那 末 对 于 复 平面 内 
除 z=0 以 外 的 一 切 z, 级 数 >)le lz 都 不 收敛 . 因此 > cc 也 
不 能 收 敏 , 即 R 二 0， 否则 ,根据 阿 中 尔 定 理 将 有 ぇ 0 使 得 级 数 
le | Iz 收 伍 . 


定理 三 三 ( 根 值 法 ) 如果 im le| 一 Ap 天 0, 那 末 收 敛 半径 R= 


| 


证 明 从 上 略 . | 
例 2 求 下列 宕 级 数 的 收 倒 半 径 : 


1) >) 瑟 ( 并 讨论 在 收敛 圈 周 上 的 情形 )， 
2) う ) c 一 (并 讨论 *=0,2 时 的 情形 ); 


3 ) > (cosin) x. 


“了 了 713。 


[ 解 Pa 出 に 
my ae っ 
所 以 收敛 半径 R=1, 也 就 是 原 级 数 在 圆 |z| 一 1 内 收敛 ,在 加 外 发 
散 . 在 圆周 |z| 一 1 上 ， 级 数 >) | 所 | 一 > 点 是 收敛 的 ,因为 这 是 
一 个 户 级 数 ,一 3 过 1. 所 以 原 级 数 在 收敛 贺 上 是 处 处 收敛 的 ， 
2 lim | | ーー. 町 ニュ 


十 1 
用 根 值 审 敛 法 也 得 同样 结果 . 


在 收 化 圆 | 一 1| 二 1 上 , 当 z=0 时 , 原 级 数 成 为 (一 1) 


“ 元 , 它 是 交错 级 数 ,根据 莱 布 尼 获 准则 ;级 数 收 敏 ; 当 * 一 2 时 , 原 


为 ,是 润 和 级 数 ,所 以 发 散 . 这 个 例子 表明 ,在 收 


3) 因为 che 十 e "), 所 以 
el he "1 


= jim 


天 -全 CC Er 十 ee 


TY OO 


故 收 敛 半径 R= 二 
4. 村 级 数 的 运算 和 性 反 象 实 变 需 级 数 一 样 , 复 变 老 级 数 也 
-能 进行 有 理 运算 . 具体 说 来 , 设 
f (2) = Saw ,R= ア ュ > g( の = Shr > パー ッッ 。 
下 一 一 一 一 一 一 
那 示 在 以 原点 为 中 心 ,m rs 中 较 小 的 一 个 为 半径 的 圆 内 ,这 两 个 
级 数 可 以 象 多 项 式 那样 进行 相 加 、 相 减 . 相 乘 ,所 得 到 的 宕 级 数 
水 数 分 别 就 是 /<) 写 g(x) 的 和 、 差 与 积 . 人 所 得 


一 と 。 


tg = Bar + > bz= ぶ Cs <|<R, 
7 の g の =( Br | Bg 


-一 >, (anbo Aan 101 十 Qs_ zB 十 *…* 
n=0 
十 26. う ダッ | を | <R. 


这 里 中 二 min(ri,rz). 为 了 说 明 两 个 千 级 数 经 过 运算 后 所 得 的 者 


级 数 的 收敛 半径 确实 可 以 大 于 六 与 六 中 较 小 的 一 个 ,下 面 举 一 个 
例子 . 
例 3 设 有 备 级 数 > = 与 > イッ ーーーー を oczcD.※ や = 一 


之 ーー イー 的 收敛 半径 . 
クマ nt こ 1 n 
[ 解 ] 容易 验证 ,yw 与 二 的 收 全 半径 都 等 于 1 


但 级 数 >) fa jz 的 收敛 半径 


tz/ Tar a 
TT 1 十 cr: 


im 1 十 @ の 7 1 
mm の ) a 


R= lim 


这 就 是 说 , 全 自身 的 收 合 圆 域 大 于 站 ) 与 > 
ーー 的 公共 收敛 贺 域 1z|<1; 但 应 注意 ,使 等 式 


CO 


” ーー 7 I デー ツ ) 計っ Er 
成 立 的 收 化 圆 域 仍 应 为 |z| 过 1， ,不 能 扩大 . 


为 重要 的 是 所 谓 代 换 ( 复 合 ) 运 算 ,就 是 ;如果 当 |z|<r 时 ， 
(の = Saw ,又 设 在 lz|<R 内 g(z) 解 析 且 满足 |g(z)|<r, 屠 


未 当 |z| 过 R 时 ,f[g(z)]= SYa[g (Cz) 了. 这 个 代 换 运 算 , 在 把 函 
] ・775・ 


数 展开 成 宕 级 数 时 ,有 着 广泛 的 应 用 


1 と < “ | 
隐伏 2 把 函数 -二 ; 表 成 形 如 ee" 的 里 级 数 ,其 中 4 与 


2 是 不 相等 的 复 常数 
[ 解 ] 把 函数 一 二 写成 如 下 的 形式 
1 1 1 1 


< の で ー の ー@- の こと 2 a 


由 例 1 知道 , 当 | 2 1 时 ,有 
l _ マー の 2 Zn)” 
1 7 +| 妥 2 十 … 十 7 2 十 ….， 
从 而 得 到 


] 1 


ee 
ーー 
ーー 


一 1 2 
ヶ 一 の 6 一 @ (6 一 ーー の 一 (Oa) テー の ) ーー 


ーー ニー ニー ( ァ ーg の うー 
( ゥ ムーム g)" す 1 

yw 1 、 
カー 因为 z==6 时 ,上 式 右 端的 级 数 发 散 , 故 由 阿 贝 尔 定理 知 ， 
当 lzーal>|16 一 a| = 一 人 时 ,级 数 发 散 , 即 上 式 右 端的 级 数 的 收敛 半 
径 为 R= |2 一 | . 

细 察 本 是 的 仅 题 步骤 ,不 难看 出 ,首先 要 把 函数 作 代数 变形 ， 
使 其 分 母 中 出 现 量 z 一 4, 因为 我 们 要 展 成 ヶ 一 。 的 朝 级 数 . 绸 把 它 
RR ER BS ウー 


a 


ーー po -展开 式 中 的 = 换 成 g(z). 


后 ,把 函数 展 成 蜘 级 数 时 ,常用 例 4 中 的 方法 ,希望 读者 注意 . 
天天 ,在 其 收敛 贺 内 具有 下 列 性 
质 ( 证 明 从 上 略 ): 


・ 了 76・ 


定理 四 、 设 宕 级 数 六 \c(z 一 za)* 的 收敛 半径 为 R, 那 末 
1) 它 的 和 通 数 /<e) ,部 
f(z)= De (z—a)” 


是 收敛 圆 : |z 一 a| て だ 内 疯 桨 新 员 和 六、 
2) f(z) 在 收敛 圆 内 的 导数 可 将 其 宕 级 数 逐 项 求 导 得 到 , 即 


f= > mcn(z 一 0) 


3) jz) 在 收敛 圆 内 可 以 逐 项 积分 , 即 


fdr= Dee | Gea"de, CE |z—al<R. 
と "=0 で 


上 Use ft 
或 w= DF g う 11 . 
] [Ce 


S3 泰勒 级 数 


在 上 一 节 中 ,我 们 已 经 知道 一 个 短 级 数 的 和 函数 在 它 的 收敛 
圆 的 内 部 是 一 个 解析 函数 . 现在 我 们 来 研究 与 此 相反 的 问题 ,就 
是 :任何 一 个 解析 函数 是 否 能 用 守 级 数 来 表达 ?这 个 问题 不 但 具有 
理论 意义 ,而 且 很 有 实用 价值 . 

设 泪 数 f(z) 在 区 域 の 内 解析 。 面 | 一 ss 一 为 の 内 以 Zo 为 
中 心 的 任何 一 个 圆周 , 它 与 它 的 内 部 全 含 于 刀 , 把 它 记 作 天 ,又 设 
xz 为 玉 内 任 一 点 (图 4. 2). 于 是 按照 柯 西 积分 公式 ,有 


1 が 6 
f(z =i 9 st, (4. 3. 1) 


其 中 KK 到 正方 向 . 由 于 积分 分 变量 取 在 圆周 民 上 ,点 = 在 天 的 内 


1 _ 1 -1 1 
と て 一 を (一 zo) 一 (z 一 zo) bz zo 
と 一 を 。 

ーー ・7Z・ 


= 区 二 [+ ーー っ 下 と ーー 
テー を 。 | 


-> I 
以 此 代入 (4. 3.1) ,并 把 它 写成 


f(z)= PEL 


sr 1 ーー 
< 27 I Ce) 


1 fTsn fC レー 、 
2 | [过 ーー | 


由 解析 函数 的 高 阶 导数 公式 (3. 6.1), 上 式 又 可 写成 


ダー1 (Cn) 
f(z)= > Ce ee RC) (4. 3. 2) 
其 中 ] 
ー 1 =» ププ (の ) ーー Na ] 
Ry (2) = ラー Up て ーー ( 々 一 を o) at (4. 3. 3) 


我 们 如 果 能 够 证 明 im Rw(z) 一 0 在 KK 内 成 立 , 那 末 由 (4. 3.2) 就 
可 得 知 
* 118・ 


co (n) 
アプ ( ヶ ) 一 >， 一 人 (ea (4. 3. 4) 


在 K 内 成 立 , 即 f(z) 在 KK 内 可 以 用 宕 级 数 来 表达 . 为 此 ,我 们 信 


ZO— Zo |z— zz | ー 


显然 ,9 是 与 积分 变量 上 无 关 的 量 ,并 且 0<Sg<<1. 由 于 天 含 于 也 ， 
而 太 z) 在 万 内 解析 ,从 而 在 玉 上 连续 ,因此 ,六 5) 在 天 上 也 连 
续 .于 是 /5 在 玉 上 有 界 , 即 存在 一 个 正常 数 M, 在 天 上 | Fo | 
<AM. 由 (4.3.3), 有 ] 


1 SVCD ， 
Rs 去 和 之 CE タ zo) 
(一 を o 


1 [さげ (の | 
2x 9 D> Ez に 
1 MM ， _ Ma 
| ミュ ミー ・ 之 ， ー ダ ・ 2 ディ ーー 
在 玉 内 成 立 . 这 个 公式 称 为 /(z) 在 s。 的 泰勒 展开 式 , 它 右 端的 
级 数 称 为 /(z) 在 x 的 泰勒 级 数 ,与 实 变 函 数 的 情形 完全 一 样 
圆周 的 半径 可 以 在 在 卉 大 ,只要 天 在り 内 ・ 所 以 , 强 困 
到 的 边界 上 各 点 的 最 短 距离 为 4, 那 未 f(z) 在 xz 的 泰勒 展开 式 
(4.3.4) 在 賠 域 | 一 s。| < 内 成 立 . 但 这 时 对 f(z) 在 z 的 泰勒 级 


ds 


之 一 之 0 


数 来 说 , 它 的 收敛 半径 R 至 少 等 于 4, 图 为 扩 满 足 l< 一 1<d 的 2 


必 能 使 (4. 3. 4) 成 立 , 即 R>d. 
从 以 上 的 讨论 ,我 们 得 到 下 面 的 定理 (泰勒 展开 定理 ) 
定理 设 /(z) 在 区 域内 解析 ,为 也 内 的 一 点 ,4 为 到 


Fm 个 
f(z)= > (<— zo)” 
成立 , 其 中 = fa) n=0,1,2, ee < - 


~ ~ 人 A 
・ 119・ 


時 如果 f(z) 在 s。 解析 , 那 末 使 f(z) 在 z。 的 泰勒 展开 
成因 人 最近 一 上 
全 三 |a 一 为 /=) 在 收敛 圆 内 解析 , 故 
麻 太 不 可 能 在 收 仇 加 内， 又 因为 8 后 a 不 可 能 在 收 合 圆 外 ,不 
然 收 敛 半径 还 可 以 扩大 ,因此 奇 点 a 只 能 在 收敛 圆周 上 . 
”利用 泰勒 级 数 可 以 把 函数 展开 成 备 级 数 . 但 这 样 的 展开 式 是 
否 唯一 呢 ? 
设 jz) 在 z 已 经 用 另外 的 方法 展开 为 医 级 数 ， 
f(z)=aotai(z—zo)Ta (zm— 0 二"… 二 an(z 一 Zo) 十， 
那 末 f (20) =ao. 
由 办 级 数 的 性 质 定理 四 的 2), 得 
f(z)=a 二 2as(z—z0) 十 "…， 


于 是 f (20) =a. 
同 理 可 得 a Cg) 
上 可 上 仁氏 者 果 就 是 泰勒 级 数 ， 


ーーー 7 の oe) (z デ 0,1,2,… の 


把 函数 f(z) 在 s。 展开 成 震级 数 . 下 面 我 们 把 一 些 最 简单 的 初等 
函数 展开 成 震级 数 . 例 如 ? 求 〆 在 z=0 的 泰勒 展开 式 . 由 于 
(の) の テン (の) の lz=o=1, (2 一 0 1 2 っ …) 
故 有 
Zz 2 
e ltzto tart tt (4. 3. 5) 


〆 在 复 平 面 内 处 处 解析 ,所 以 这 个 等 式 在 复 平面 内 处 处 成 
立 , 芽 且 右 端 蹇 级 数 的 收敛 半径 等 于 ce， 
同样 ,可 求 得 sinz 与 cosz 在 z= 二 0 的 泰勒 展开 式 ， 
。 120・ 


en]1 
GD 


5 
一 证 十 二 一 十 (一 1)” 


Zz: et 
coOsz 一 1 一 37 十 7 一 :十 (一 1》” の T 


Re Sinz cosz 在 复 平面 内 处 处 解析 ,所 以 这 些 等 式 也 在 复 平面 

上 ke 在 = 一 0 的 泰勒 展开 式 所 用 的 方法 是 直接 算出 各 阶 
导数 后 套用 泰勒 展开 式 而 得 到 的 . 这 种 方法 称 为 直接 法 . 我 们 也 
可 以 借助 于 一 些 已 知 函 数 的 展开 式 , 利 用 等 级 数 的 运算 性 质 和 分 
析 性 质 (定理 四 ). 以 唯一 性 为 依据 来 得 出 一 个 函数 的 泰勒 展开 
式 .这 种 方法 称 为 同 接 展开 法 . 例如 sinz 在 x=0 的 泰勒 展开 式 
也 可 用 简 接 展开 法 得 出 : 


十 … (4. 3.7) 


. ] ,. 
sinz 一 一 (ee= 一 ec) 
21 


か うこ (zz - Ci 4 


ーー を ミー .…。 る 
一 > 一 二 十 =>- 1)" っ 4 イェー 


2 を 十 1 


例 1 把 函数 于 展开 成 = 的 震级 数 


[ 解 ] 由 于 函数 一 + 在 单位 圆周 |z| 一 1 上 有 一 奇 点 x 二 
一 1, 而 在 |z|<1 内 处 处 解析 ,所 以 它 在 |z|<1 内 可 展开 成 z 的 第 
级 数 . 根据 §2 中 的 例 1, 把 其 中 的 z 换 成 一 z, 得 


1 一 一 
] 十 を 


把 工 式 两 边 逐 项 求 导 , 即 得 所 求 的 展开 式 、 
1 一 2z 十 3 ジー42 二 … 二 (一 1 デラ ーー… 」 | て 1. 


1 一 z 十 一 一 十 (一 1)"z 十 … ;|z| 过 1. (4.3.8) 


_ 1 _ 
(1 十 ヶ )3 

例 2 求 对 数 函数 的 主 值 In1 二 >) 在 z=0 处 的 泰勒 展开 式 . 

[ 解 ] 我 们 知道 ,In(1 十 z) 在 从 一 1 向 左 沿 负 实 轴 剪 开 的 平面 

内 是 解析 的 ,而 一 1 是 它 的 一 个 奇 点 ,所 以 它 在 |z| 二 1 内 可 以 展开 
* リグ ゃ 


成 z 的 笑 级 数 (图 4. 3). 


因为 [In (lz) = EE 这 
シン ング 


有 展开 式 (4. 3. 8). 在 此 展开 经 


ee ー ] ZA 
式 的 收敛 圆 |z| ご 1 内 , 任 取 一 条 ノノ | ノ 
と ググ 


从 0 到 = 的 积分 路 线 C，, 把 
(4. 3. 8) 式 的 两 端 沿 C 逐 项 积分 ， 图 4.3 
得 
| 二 dz 一 | zz 一 | zdz 十 * 十 | (— 1 det 
即 
Zz 2 の nn | 
In + の モー5 1 5 471 で サト ジ ni , 
< (4. 3. 9) 

这 就 是 所 求 的 泰勒 展开 式 ご 


最 后 ,我 们 再 举 一 个 二 项 展开 式 的 例子 . 
3 求 寡 函数 (1 十 z)"(a 为 复数 ) 的 主 值 支 : 
nx fz)=e™ ,ff(0)=1, 
在 z=0 处 的 泰勒 展开 式 . 
显然 ,f(z) 在 从 一 1 起 向 左 沿 负 实 轴 剪 开 的 复 平面 内 解析 ， 
此 必 能 在 jz|<1 内 展开 成 < 的 医 级 数 . 
[解法 可 ”用 德 定 系数 法 展开 . 由 于 


六 (za 一 emot 。 ーー 


・ 1 十 z， 
可 知 f(z) 满 足 微分 方程 
+o (2z)=af (a. 


设 
大 (xz) 一 ao 十 aiz 十 Cr 于 十 … 十 Co 十 
把 它 代 入 上 列 微 分 方程 ,得 
。 リク ク グ * 


即 


(1 十 z) (ai 十 2azz 十 3a3 必 十 … 十 nanz” 1 十 …) 
二 a(@o 十 Qa1z 十 aoz: 十 a3z’ 十 *** 十 Qanz” 十 ・ い ) 9 


1 士 (4」 十 2g2)z 十 (2g。 十 3g。) 有 十 (3g。 十 42。) 
十 … 十 LOn 一 1)a 十 masjz 十 … 
二 Qao 十 Qaiz 十 Qaqzz 十 aas 台 十 十 qa_12z* 1! 十 … 


比较 上 哉 网 端 x 的 同 次 只 的 系数 并 注意 。 王 が 0) テ 1 得 


a, 一 Cao @] ーー の ぅ 
の 十 2g。 王 Qa» ーー 
24。 十 32。 一 CC ぅ Te 9 


2 ea) ey, 


(nC—1)a_itna = Aa-1, 1 。2 。 3.. 


所 以 所 求 的 展开 式 为 


(1 二 z)"=1 十 az 十 < ー ジ te DD, a 
ee Dee 十 …,|z|< 到 1. 
(4. 3. 10) 
[解法 2] 直接 从 f(x) 一 e" "1? 算出 泰勒 展开 式 的 系数 . 为 
了 方便 , 设 / 
f(z) 二 ln(1 十 z)， 1 十 z 二 e”™?， 
所 以 
f(z)=e™”. 
求 导 ,得 
ー アプ =ap' 2) a = ge 


即 


Ff ! ( ヶ ) = oe(“ー Ws) 


・ 了 了 23。 


继续 求 导 得 
f(z) 一 wx(a 一 ] ) eg" の) ， 


FoD(z) 一 a(a 一 1)(a 一 如 十 1)e 9 9 

令 z= 二 0, 得 
f(0)=1, (0)0 テ eZ, だ (0) テ eZ( ヶ 一 1), …。 

ー の (0) 王 e( ヶ 一 1)…(@ 一 ヵ 十 1)… 

于 是 得 所 求 的 展开 式 (4. 3. 10). 
总 之 ,把 一 个 复 变 函 数 展开 成 老 级 数 的 方法 与 实 变 函 数 的 情 

0 一 样 . 读者 必须 通过 练习 ,掌握 展开 的 基本 方法 和 技巧 . 
后 我 们 指出 ,根据 3 2 中 的 定理 四 与 本 节 的 定理 知 ， 项 级 


ws ( ヶ 一 so7" 在 收敛 圆 |z 一 zo |<R 内 的 和 函数 是 解析 函数 ; 反 
过 来 ， 在 圆 域 |z 一 z。| 二 R 内 解析 的 函数 /(z) 必 能 在 z。 展开 成 医 
级 数 久 cz 一 ao)" 所 以 ,f(z) 在 x 解析 跟 f(z) 在 zo 的 邻 域内 可 


以 展开 成 筹 级 数 SYc.(z 一 zo)" 是 两 种 等 价 的 说 法 ， 
$4 洛 朗 级 数 


在 上 一 节 中 ,我 们 已 经 看 到 ,一 个 在 以 为 中 心 的 圆 域内 解 
析 的 画数 f(z), 可 以 在 该 圆 域内 展开 成 z 一 z 的 寄 级 数 如果 
f(z) 在 x 处 不 解析 , 那 末 在 z 的 领域 内 就 不 能 用 x 一 zo 的 短 级 数 
来 表示 . 但 是 这 种 情况 在 实际 问题 中 却 经 常 遇 到 . 因此 ,在 这 一 
节 中 将 讨论 在 以 z 为 中 心 的 圆 环 域内 的 解析 函数 的 级 数 表示 法 ， 
并 以 此 为 工具 为 下 一 章 研究 解析 函数 在 孤立 奇 点 邻 域内 的 性 质 ， 
以 及 定义 留 数 和 计算 留 数 呐 定 必要 的 基础 . 

首先 让 我 们 探讨 具有 下 列 形 式 的 级 数 ， 

* 了 クチ * 


OD 


>, Cn (ZO— zo)” = 二 cz 一 20) 下 十 … 十 C1 (2 一 zo) 一 


十 co 十 C1 《Zz 一 20) 十 十 cw(z 一 zo0)” 十 …， 
(4. 4. 1) 
其 中 z。 及 c.C=0, 士 1, 土 2,…) 都 是 常数 . 
把 级 数 (4. 4. 1) 分 成 两 部 分 来 考虑 , 即 
正 帮 项 (包括 常数 项 ) 部 分 ， 


Dale = (< 一 Zz) 十 … 十 cc (ezーz 7 十 …。, 
ォ ニ 0 


(4. 4. 2) 
与 负 蹇 项 部 分 ， 
Be a) "= a) te 
] (4. 4. 39 
级 数 \4.4. 2) 是 一 个 通常 的 震级 数 , 它 的 收敛 范围 是 一 个 贺 
域 . 设 它 的 收敛 半径 为 R,, 那 末 当 |z 一 zo| 过 R; 时 ， 级 数 收敛 ， 当 |z 
ー ゃ |>RR。 时 ,级 数 发 散 ， | 


级 数 (4. 4. 3) 是 一 个 新 型 的 级 数 . 如 果 令 Y= ( ヶ 一 一 を o)~ うっ 那 末 
就 得 到 


>'c (2— zo) => ao 一 C- 攻 十 c-: 生 十 … 十 c- + 


(4. 4. 4) 
对 变数 来 说 ,级 数 (4. 4. 4) 是 一 个 通常 的 震级 数 . 设 它 的 收敛 半 
径 为 RR, 那 末 当 15|<R 时 ,级 数 收敛 ; 当 上 | 之 R 时 ,级 数 发 散 . 因 
此 , 如果 我 们 要 判定 级 数 (4.4. 3) 的 收 合 范 围 ,只 需 把 ¢ 用 (2 一 


)' 代 回去 就 可 以 了 . 如 果 令 云 =Ri, 那 末 当 且 仅 当 |8| 之 R 时 ， 
|z 一 zo| 盖 Ri; 当 且 仅 当 I&|>R 时 , |z—zo|<R. 由 此 可 知 ,级 数 
(4. 4: 3) 当 |z—zo | >R 时 收敛 ; 当 |z— zo に すく 时 发 散 * 

由 于 级 数 (4. 4.1) 中 的 正 宕 项 与 负 宪 项 分 别 在 常数 项 ce 的 两 
・725・ 


边 , 各 无 尽头 ,因此 没有 首 项 . 所 以 对 它 的 敛 散 性 我 们 无 法 像 前 面 
讨论 的 之 级 数 那样 用 前 ”项 的 部 分 和 的 极限 来 定义 . 对 这 种 具有 


正 、 负 短 项 的 双边 等 级 数 , 它 的 敛 散 性 我 们 作 和 如 下 的 元 竺 : 当 且 仅 - 


当 级 数 (4. 4. 2) 与 (4. 4. 3) 都 收敛 时 ,级 数 (4. 4. 1) 才 收敛 . 并 把 级 

4.4.1) 看 做 级 数 (4.4.2) 与 (4.4. 3) 的 和 . , 当 Ri 之 Rs 时 
(图 4. 4(4)), 级 数 (4. 4.2) 与 (4.4.3) 没 有 公共 的 收敛 范围 ,所 以 ， 
级 数 (4. 4.1) 处 处 发 散 ; 当 Ri 二 R; 时 (图 4.4(5)), 级 数 (4.4.2) 与 
(4.4.3) 的 公共 收敛 范围 是 圆 环 域 R 过 |z 一 zo | 二 Rs 所 以 ,级 数 
(4. 4. 1) 在 这 圆 环 域内 收敛 ,在 这 圆 环 域外 发 散 . 在 圆 环 域 的 边界 


| ダー | 二 Ri 及 |z 一 zo| 二 R, 上 可 能 有 些 点 收敛 ,有 些 点 发 散 . 这 


就 是 说 ,级 数 (4. 4.1) 的 收敛 域 是 圆 环 域 :R, 过 |z 一 z| 过 Rs. 在 特 
殊 情 形 , 贺 环 域 的 内 半径 R 可 能 等 于 零 , 外 半径 R, 可 能 是 无 穷 
天 .例如 级 数 : 


(a) (Cp) 
图 4.4 


> 对 十 六 邯 (4 与 5 为 复 常数 ) 
中 的 前 面部 分 由 负 睾 项 组 成 的 级 数 >) 于 一 > | 2 


拉 
一 | っ 当 
9 


a 
を 


即 jz|>le| 时 收敛 ;而 后 面部 分 由 正 霖 项 组 成 的 级 数 >， 


# 王 0 


アー 
pr 
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< ぐ 1 


一 


| る | , 当 | 过 |<1 即 lz1<<161 时 收敛 .所 以 ,在 lal< 161 的 情 
形 , 原 级 数 中 正 、 负 赛 项 各 自 组 成 的 级 数 的 公共 收 剑 范 围 为 圆 环 域 
al<<lz|<<12|, 即 原 级 数 在 此 圆 环 域内 收敛 . 在 le|> 15| 的 情 
形 . 原 级 数 中 的 两 个 级 数 没有 公共 的 收敛 点 ,所 以 原 级 数 处 处 发 
散 

等 级 数 在 收敛 圆 内 所 具有 的 许多 性 质 ,级 数 (4. 4. 1) 在 收敛 加 


环 域内 也 具有 . 例如 ,可 以 证 明 , 级 数 (4.4.1) 在 收敛 圆 环 域内 其 


和 遂 数 是 解析 的 ,而 且 可 以 逐 项 求 积 和 逐 项 求 导 . 


现在 我 们 要 反 过 来 问 ,在 圆 环 域内 解析 的 函数 是 否 一 定 能 展 
开 成 级 数 ? 试 先 看 下 例 

函数 (の) ニー ュー っ 在 zー0 及 z=1 都 不 解析 ,但 在 圆 环 域 
0<|z|<1 及 0<1z 一 1|<1 内 都 是 处 处 解析 的 . 先 研究 在 圆 环 
域 ,.0 て |zl 1 内 的 情形 .我 们 有 


ーー 1 _. 
バテ ロー お ディ 1 一 を ” 


由 2 的 例 1, 当 |z|<1 时 ,有 


-一 1 十 z 十 和 十 … 十 好 十 …， 


1 一 を _ 


所 以 の ニ - ゴ ーー タキ 1 キキ デキ オーキデ 十 … 
由 此 可 見 ,/(e) 在 0 ご |z| ご 1 内 是 可 以 展开 为 级 数 的 . 

其 次 ,在 圆 环 域 :0 过 |z 一 1 过 1 内 也 可 以 展开 为 级 数 ， 
= 

ーーー ロロ ー め ロー の キー キロ ーg" 二 …] 

二 (1 一 2) 7 十 1 十 (1 一 z) 十 (1 一 2)? 十 … 十 (1 一 2)"! 十 …. 

从 以 上 的 讨论 看 来 ,函数 1(z) 一 -cj 一- 是 可 以 展开 为 级 数 
的 ,只 是 这 个 级 数 含有 负 宏 的 项 罢了 . 据 此 推 想起 来 ,在 圆 环 域 

。 了 27。 


Ri 二 |z 一 x | 二 R, 内 处 处 解析 的 函数 f(z), 可 能 展开 成 形 如 
(4. 4. 1) 的 级 数 , 事 实 上 确 是 这 样 ,我 们 有 
定理 设 f(z) 在 圆 环 域 R<|z 一 zo| Rs 内 处 处 解析 , 那 末 
の = ee 一" 


二 一 0 


其 中 ーー 
Gi a (n=0, 十 1, 土 2，…) 
这 里 C 为 在 圆 环 域内 绕 zo 的 任何 一 条 正 向 简单 闭 曲 线 . 
省] 设 z 为 圆 环 域内 的 任 一 点 ,在 圆 环 域内 作 以 *。 为 中 心 
的 正身 圆周 Ki 与 K,,K, 的 半径 R 大 于 天 1 的 半径 ”~, 且 使 < 在 天 ， 
与 天, 之 间 ( 图 4. 5). 于 是 由 柯 西 积 分 公式 (参看 第 三 章 习题 第 18 
题 ) 得 


1 F/O 1 了 (5) 
2 | bz di — 27i 、 | bz 


ーー 


点 z 在 天 : 的 内 部 ,所 以 ーー ご 1. 又 由 于 |f/(4) | 在 K, 上 连续 ， 


因此 存在 一 个 常数 M, 使 得 |f(5) 1M. 跟 $ 3 中 泰勒 展开 式 的 
证 明 一 样 ,可 以 推 得 
1 ーッ 


2xi J 


Fo) ーー て 
の うま で oe zo) 


LS) 


应 当 指出 ， 和 这 里 不 能 对 


AT? 


ye Ss 填 1 @ 改 应 用 高 阶 导 数 公 


K, 


直 它 并 不 等 于 万 ,因为 这 时 函数 げ (z) 在 K。 内 不 是 处 处 角 
析 的 ・ 


再 来 考虑 第 二 个 积分 一 起; a 由 于 积分 变量 5 取 在 


・ 128・ 


ーー ご 1. 因此 就 有 


1 ー 1 1 で 一 so 
ーッ ーー と > 
ァ ー る o 


で 1 _ 
一 ーー 2 し 


= や [去 nk [ema "+ Ry) 」 
于 天 


1 へ (C—z0)" プ (⑥ 
Rv( ーー $[ > 本 の a. 
TT 
现在 我 们 要 证 明 lim Rw(z) 一 0 在 天 ; 外部 成立 ・ 今 
て 一 を o 


ァ ー を o 


ーー 7 ーー 
| ター る 。 | 


ェ ューーー 


り 9 一 
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显然 9 是 与 积分 变量 上 无 关 的 量 , 而 且 0<q<1l, 因 为 z 在 天 ,的 外 
部 . 由 于 1/(6) | 在 K, 上 连续 ,因此 存在 一 个 正常 数 Mi, 使 得 
las 


1 frs~ | 
tv の IS 計り 2 6 一 %。 | 


1 こ Mi 有 Mi 
ラー る 2 ーー の 9 ・2xr= 1 一 了 
因为 limg 一 0， 所 以 hm Rw(z) 一 0, 从 而 有 


1 fa 一 fC ーー 
2 、 bk Eee . 


Mk3 ( ヶ 一 %o)” 十 Se うつ 
n=0 ォ ー ] 


一 2zo 


< 


(4.4.5) 
其 中 | 
(4.4.6) 

ー pw 
c_ ,一 Cd :2 一， ,2 (4.4.7) 


角 数 (4. 4. 5) 的 系数 由 不 同 的 式 子 (4 4.6) 与 (4. 4.7) 表 出 . 如果 


在 圆 环 域内 取 绕 s。 的 任何 一 条 正 向 简单 的 闭 曲 线 C( 图 4. 6), 那 
末 根 据 闭路 变形 原理 ,这 两 个 式 子 可 用 一 个 式 子 来 表示 : 


_ 1 プ げ (⑥) ー … 
- 計 9 eidt, (n—0, +1,t2,) (4.4.8) 
[证 毕 ] 


公式 (4. 4. 5) 称 为 函数 f(z) 在 以 am 为 中 心 的 圆 环 域 :Ri<|z 一 ao| 
<R。 内 的 洛 朗 (Laurent) 展开 式 , 它 右 端的 级 数 称 为 /(z) 在 此 加 


域内 的 洛 朗 级 数 . 级 数 中 正 整 次 千 部 看 和 机 本 殉 宫 部 分 分 别称 
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人 


点 so 不 解析 但 在 z 的 去 心 邻 域内 解 


析 的 溺 数 f(z) 展 开 成 级 数 , 那 末 就 


利用 洛 朗 级 数 来 展开 . ヽ > 
“另外 ,二 个 在 某 一 圆 环 域内 解析 


的 函数 展开 为 含有 正 、 负 有 宕 项 的 级 数 


是 唯一 的 ,这 个 级 数 就 是 了 (4z) 的 洛 


朗 级 数 ， 
事 家 下, 假定 /(z) 在 圆 环 域 R， 图 46 
二 |z 一 zo 过 Rs 内 不 论 用 何 种 方法 已 、 
展 成 了 由 正 、 负 知 项 组 成 的 级 数 :f(z) 一 mw(z 一 ao)", 并 设 C 为 
国 环 域内 任何 一 条 正 向 简单 闭 曲 线 ， ¢ 为 C 上 任 一 点 , 那 末 
7 の = SD aC 


ニー 


以 % 一 so) 和 去 乘 上 式 两 边 ,这 里 p 为 任 一 整数 ,并 沿 C 积分 ,得 
1 で ーー > の fi dg 一 2na・ 


从 而 dy 一 -i md, ( ヵ デ 0 土 1, 土 2,…) 


这 就 是 (4. 4. 8). 
上 面 的 定理 给 出 了 将 一 个 在 圆 环 域内 解析 的 函数 展开 成 洛 朗 
级 数 的 一 般 方 法 . 但 这 个 方法 在 用 公式 (4.4.8) 来 计算 系数 c。 


时 ,往往 是 很 麻烦 的 . 例如 要 把 孙 数 jz) 一 气 在 以 xz 一 0 为 中 心 
的 圆 环 域 0 二 |z| 二 十 内 展开 成 洛 朗 级 数 时 ,如 果 用 公式 
(4. 4.8) 计 算 c,, 那 末 就 有 

-让 
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其 中 CC 为 圆 环 域内 的 任意 一 条 简单 闭 曲线 ， 
当 ?十 3 委 0, 即 x ペー3 时 ,由 于 ez 一 :在 圆 环 域内 解析 , 故 由 
柯 西 - 古 萨 基 本 定理 知 ,c,= 王 0, 即 c-. ;=0,c_ y= 二 0,…. 当 ヵ テー2 時 
由 高 阶 导数 公式 知 
の * 
下 
あう こう ET 
如 果 我 们 根据 由 正 , 负 整 次 短 项 组 成 的 级 数 的 唯 二 性 ,可 以 用 
别 的 方法 ,特别 是 代数 运算 、 代 换 、 求 导 和 积分 等 方法 去 展开 , 那 末 
会 简便 得 多 , 像 上 多 


e _ 工 ZZ ll 1 」 1 」1 。」 
ラー ラナ テー トト ララ トー トト . 
两 种 方法 相 比 ,其 繁 简 程 度 不 可 同日 而 语 . 因此 ,以 后 在 求 函 数 的 


洛 朗 展开 式 时 ,通常 不 用 公式 (4. 4.8) 去 求 系数 c ,而 像 求 函数 的 
泰勒 展开 式 那 样 采用 间接 展开 法 . 


\ 5 | 出 环 . 
NG 函数 f(z) 二 yc 一 5 在 圆 环 域 ( 图 4.7): 
i) 0<|z|<1; 
11) 1<|z|<2; 


十) 2 之 |z| 过 十 oo; 
内 是 处 处 解析 的 . 试 把 f(z) 在 这 些 区 域内 展开 成 洛 朗 级 数 . 
[和解 」 先 把 f(z) 用 部 分 分 式 来 表示 : 


f= 
iD) 在 0 て |z| ご 1 内 (图 4.7(a)), 由 于 |z|<1, 从 而 | 六 | < 
所 以 (利用 $2 例 1 中 的 结果 ) . 
ーー ニュ オーダ (4. 4. 9) 


・ ナ ラグ * 


(a) (の ) (c) 


(4. 4. 10) 
因此 ,我 们 有 
5 うー 上 (イエ そ ュ を 」… 
f(z) 二 (1 十 z 十 十 …*) ぅ > 1 キテ テキ イサ ) 
1 7 2」… 
52487T 
结果 中 不 含有 x 的 负 短 项 ,原因 在 于 7( ふ = ニー ココ で セー» 在 *=0 
5D 
处 是 解析 的 . | 
i) 在 1<|z| <2( 較 4.7( の ⑰) 内 。 由 干 |zl テ 1 所以 (4.4.9) 不 
成 立 , 但 此 时 | 士 | <1, 因 此 把 ;另行 展开 如 下 ， 


1 一 * 


エエ ロト エキ トキ (4.4.11) 
1 之 之 を 


] 一 を 多 1]ー エ 
多 


一 1. 所 以 (4. 4: 10) 仍 然 有 效 . 因 


并 由 于 此 时 |z| 二 2, 从 而 
此 ,我 们 有 


< 
2 
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2 
f(z2)=— ー ロ オー ー 二 トラ ーー ワー テロ キラ キテ +…) 
a 
ee > 2 4 8 


iii) 在 2 一 |z| 志 十 ce 内 (图 4. の 由 于 |z| 盖 2, 所 以 
4.4. .10) 不 成 立 ,但 此 时 | 全 | < ュ . 因此 把 -另行 展开 如 下 ， 


1 __ 1. 1 __l を 」 和 を 」 
2 一 を 。 を 2 二 (十 过 十 全 十 ). 


并 因此 时 | 二 | 一 | 立 | 一 1 所 以 (4. 4. 1 仍然 有 效 . 因此 ,我 们 有 


jw) 一 一 (1 十 和 十 本 十 …) 一 二 (1 十 二 十 二 十 …) 
之 之 を 之 之 之 


] 3 7 
= ラ トラ ナコ 二 … 


例 2 把 函数 /(z)==z*e: 在 0 二 |z| 二 十 内 展开 成 洛 朗 级 数 


[ 解 ] 函数 f(z) 二 zie+ 在 0 二 |z| 二 十 oo 内 是 处 处 解析 的 . 
我 们 知道 ,e* 在 复 平面 内 的 展开 式 是 ， 


2 oe 2 Fed 
6 ーー 


而 二 在 0<1z| 过 十 wo 解析 ,所 以 把 上 式 中 的 z 代 换 成 二, 两 边 同 
乘 以 和 和 全 折 束 的 请 并 展开 | 
er 一 之 1 一 ー キ ーー キー トー エー トー 上 …) 


31z 41 を 


ーー を 十 十 贡 トー トト 
2 


注意 , 从 以 上 两 例 可 以 看 出 ,个 卫 才 f(z) 在 以 z 为 中 

| 环 域内 的 洛 朗 级 数 中 尽管 含有 z 一 zo 的 负 寡 项, 而且 z。 又 

点 ,但 是 *。 可 能 是 函数 f(z) 的 奇 点 ,也 可 能 不 是 

f(s2 失 奇 点 . 例 1 中 的 ii 与 让) 表明 ,虽然 圆 环 域 的 中 心 z=0 是 
6. 134・ . 


各 负 矫 项 的 奇 点 ,但 却 不 是 函数 /(z) 一 一 jc 一 的 奇 点 . 例 


2 则 表明 圆 环 域 的 中 心 z=0 是 函数 ze* 的 奇 点 . 
还 应 注意 ,给 定 了 函数 f(z) 
与 复 平面 内 一 点 z 以 后 ,由 于 这 
个 函数 可 以 在 以 z 为 中 心 的 (由 
奇 点 隔 开 的 ) 不 同 圆 环 域内 解析 ， 
因而 在 各 个 不 同 的 圆 环 域 中 有 不 
同 的 洛 朗 展 开 式 (包括 泰勒 展开 式 
作为 它 的 特例 ). 我 们 不 要 把 这 种 
情形 与 洛 朗 展开 式 的 唯一 性 相 混 
淆 . 我 们 知道 ,所 谓 洛 朗 展 开 式 的 
唯 /- 性 ,是 指 函数 在 某 一 个 给 定 的 国 48 
圆 球 域 内 的 洛 朗 展开 式 是 唯 六 
的 . 另外 ， 在 展开 式 的 收 伍 圆 环 域 的 内 圆周 上 有 f(z) 的 奇 点 ， 外 
周 上 地 有 f(z) 的 奇 点 ,或 者 外 圆周 的 半径 为 无 穷 大 、 I 


ユー2 
f(z)= ZT 


在 复 平面 内 有 两 个 奇 点 ， zx 一 0 与 z= 一 i 分 别 在 以 i 为 中 心 的 圆 
周 : |z 一 i 二 1 与 |z 一 i|= 二 2 上 (图 4.8). 因此 ,f(z) 在 以 i 为 中 心 _ 
的 圆 环 域 ( 包 括 圆 域 ) 内 的 展开 式 有 三 个 : 

1) 在 |z 一 站 <<1 中 的 泰勒 展开 式 ， 

2) 在 1 二 |z 一 让 过 2 中 的 洛 朗 展开 式 ; 

3) 在 2<|z 一 :| 到 十 co 中 的 洛 朗 展开 式 ; 

最 后 ,说 明 一 下 公式 (4.4. 8) 在 计算 沿 封闭 路 线 积分 中 的 应 一 
用 , 旨 在 承前启后 为 下 一 章 学 习 用 留 数 计算 积分 打 一 基础 . 

在 公式 (4. 4.8) 中 , 令 n= 一 1, 得 


コー $f dsr 或 中 rdz=2ric (4 4. 12) 
一 一 


其 中 为 圆 环 域 Ri<|z—z|<=<R, 内 的 任何 一 条 简单 闭 曲 旨 9 


・ 了 35 * 


fc) 在 此 圆 环 域内 解析 . 从 (4. 4. 12) 式 看 ,计算 积分 可 转化 
补 积 函数 的 洛 朗 展开 式 中 z 的 负 一 次 短 项 的 系数 < ， 


。 所 
办 < LA 


1 ] zez 
S$ FD ET の 9 de 


jz|=2 
] 1 
[ 解 ] 1) 画数 /⑦ ニ ーー ゴーー バ 在 較 攻 域 1 ご >| ご 4 内 
处 处 解析 , 且 |z|==3 在 此 圆 环 域内 ,所 以 / (x) 在 此 圆 环 域内 洛 朗 
展 井 式 的 系 数 z-」 乗 以 2xi 即 为 所 求 积 分 的 值 . 
1 1 1 1 
f(z)= エー ュー エロ キン エロ ーッ 一 一 一 一 一 十 一 一 一 
4z 3(e 十 1) 1 タタ すわ 4 を 3z| 1 二 过 | Re 
1 1 1 11 < 2 
ーー 計 計 で 圭 店 ロー チ + 各 | 
1 1 
3 12 久間 


ポー emer 3 6 


2) 国 数 f= 
环 域内 ,把 它 在 此 贺 环 域内 展开 得 
f(z)=— 
一 [1 一 二 | 
ーー キキ …| | ュ キ キーラ ナー 
ーー ロ オ うす 吉 +…| 
故 c- 一 一 2, 从 而 . 
ーー 27rzc_ 1 一 一 47rz 
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小 个 


1. 数列 一 a 十 ,Cn 一 1,2，…) 和 级 数 SVa, 的 收 敏 定义 与 实 
数 域内 数列 和 级 数 的 收敛 定义 完全 类 似 . 
数列 a 二 a 十 b 收敛 的 充 要 条 件 是 实数 列 a, 和 同时 收 全 . 


”级 数 > Ya, 收 化 的 充 要 条 件 是 六 va 和 つら, 同时 收敛， 
limw 一 0 是 级 数 ふ e。 收敛 的 必要 条 件 ， 
如 果 级 数 》`|w| 一 》 Was 十 &: 收 伊那 末 Sm 必 收 仇 , 称 


为 绝对 收 敏 , >a 绝对 收敛 的 充 要 条 件 是 S\a, 和 ふら 同时 绝 
对 收敛 . 
2. 函数 项 级 数 六 \ 刻 (z) 中 的 各 项 如 果 是 宕 函数 (最 简单 的 一 


类 解析 函数 ): 广 (z) 一 ci(z 一 zo) 一 ! 或 f,(z) 二 c。_1z*-!1, 那 末 就 得 
到 每 级 数 : 


Dt ( ヶ 一 %。) 十 cs (zz 一 Zo) 十 “ee 十 c。 (z— zo) "+ 


> ダーc。 十 cz 十 ce 有 と 十 … 十 ce 十 ・ 


由 阿 贝 尔 定理 知 加 级 数 的 收 伊 范围 为 圆 域 , 称 为 收敛 图 . 
在 圆 的 内 部 ,级 数 绝对 收敛 ,在 图 的 外 部 ,级 数 发 散 . 在 圆周 上 可 
能 处 处 收敛 ;也 可 能 处 处 发 散 ;或 在 某 些 点 上 收敛 ,在 另 一 些 点 上 

收 合 图 的 半径 称 为 军 级 数 的 收敛 半径 .收敛 半径 的 求法 有 上 比 
值 法 与 根 值 法 : 

・ 137・ 


二 A 隆 0, 那 末 收 敛 半 径 R== 


1) 比值 法 R= 二 
2) 根 值 法 gi le a 
如 果 4 二 0 或 w 一 0, 那 末 co 如果 メ 一 co 或 人 =, 那 末 太 
ー (0) 
3. 覆 级 数 的 性 质 
1) 设 辕 级 数 SYaww" 与 ybson 的 收敛 半径 分 别 为 Ri 与 Ri, 并 


设 テ min(AA」, 久 の), 那 未 当 |]zl 二 民 时 ,有 
Dom + Bb) =a Da LA Sb» 
| Dar) | Db) = > bot or bt ta 
2) 一 个 收 敏 半径 为 RR( 尖 0) 的 震级 数 信 our, 在 收银 轩 内 的 
和 函数 f(z), 即 (<) 一 cw", 是 解析 函数 .在 收敛 加 内 ,这 个 民 


开 和 式 可 逐 项 求 导 与 逐 项 积分 , 即 有 
Ff = 2 nr し 1 で 


| 7 の > [ce > et, [el<R , 


其 中 人 C 为 收敛 图 内 连 楼 原点 与 点 的 任意 一 条 曲线 ， 

4. 泰 勤 展 井 式 ”如果 函数 f(z) 在 图 域 |z 一 z%| 二 R 内 解析 ， 
那 末 在 此 圆 域内 f(z) 可 以 展开 成 曙 级 数 : 

/= 人 全 (zo (z— zo)”, 
这 样 的 展开 式 是 唯一 的 . 
“1) 我 们 已 经 证 明 , 一 个 解析 函数 具有 任意 阶 导 数 .又 知 , 任 
何 解析 函数 都 一 定 能 用 震级 数 来 表示 ,. 这 是 解析 函数 的 两 个 邻 人 
。 138・ 


惊异 的 性 质 . 因为 这 两 个 性 质 不 是 一 般 的 实 变 函 数 所 能 同时 具备 
的 .在 实 变 函 数 中 ,任意 阶 可 导 的 函数 是 存在 的 ,但 它 不 一 定 能 用 
环 约 雪 玉 表示 。 侧 如 函数 (一 1 0 就 不 能 用 的 宪 级 


数 来 表示 . 究 其 原因 ,在 实 变 函 数 中 ,要 把 一 个 连续 函数 展开 成 寡 
级 数 , 既 要 求 它 具 有 任意 阶 导 数 , 还 要 求 泰勒 公式 中 的 余 项 的 极限 
为 零 . 上 面 这 个 例子 就 是 因为 余 项 不 趋 于 零 , 所 以 不 能 展开 成 x 
的 癌 銀 数 . 对 一 个 具体 的 实 变 函 数 来 说 ,要 求 出 它 的 各 阶 导数 已 
不 容易 ,又 要 证 明 余 项 趋 于 零 就 更 为 困难 . 这 是 我 们 在 高 等 数学 
中 学 习 函 数 展 开 成 圭 级 数 这 一 部 分 内 容 时 深 有 体会 的 . 但 对 解析 
函数 来 说 ,由 于 它 有 任意 阶 导数 存在 . 而 且 又 有 泰勒 展开 定理 的 
保证 ,因此 就 母 需 再 去 考虑 这 两 方面 的 问题 . 

2) 器 级 数 的 和 函数 在 收敛 圆 的 圆周 上 至 少 有 一 个 奇 点 . 
在 要 严格 证 明 这 一 点 还 缺少 理论 基础 . 但 从 直观 上 说 一 _ 下 证 明 的 
思路 可 能 是 有 助 于 了 解 事实 真相 ,如 果 说 ,在 收敛 圆周 上 f(z) 没 
有 奇 点 , 即 处 处 解析 , 那 末 根据 解析 的 定义 ,在 以 圆周 上 各 点 为 中 
心 的 圆 域内 .f(z) 解 析 , 从 直观 上 看 ,在 这 些 圆 域 中 我 们 取出 个 数 ー 
有 限 但 数量 足够 的 圆 域 定 能 把 收敛 圆 的 圆周 盖 住 (这 是 可 以 严格 
证 明 的 ) 这 样 , 笑 级 数 的 收敛 范围 就 将 比 收敛 圆 大 ,这 是 与 收敛 
图 的 含义 相 了 矛盾 的 . 

3) 在 收敛 圆 内 , 笑 级 数 处 处 收敛 , 它 的 和 函数 也 处 处 解析 . 
但 在 收敛 图 的 图 周 上 ,震级 数 的 收敛 跟 它 的 和 函数 的 解析 并 无 必 
然 的 关系 . 即使 夫 级 数 在 圆周 上 处 处 收敛 ， 它 的 和 函数 仍 可 能 在 
收敛 的 点 处 不 解析 .例如 


f() 一 吾 十 每 十 等 十 … 十 和 十 …， 
導入 1 在 间 位 国 周 || 上 表 和 大和 
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e™ 
2 


一 皮 , 所 以 这 紧 级 数 在 |z| 一 1 上 


用 ze" 代入 得 了 >) 中 
处 处 绝对 收敛 . 但 
アニ = ュ すそ を キ … キ テー キ …,。 
n 


当 z 治 实 轴 从 圆 内 趋 于 1 时, 户 (z)- 一 co 也 就 是 7(z) 在 一 1 处 不 
解析 .z 王 1 是 jz) 的 奇 点 . 这 个 例子 也 正好 说 明了 2) 中 所 说 的 : 
在 收敛 圆 的 圆周 上 级 数 的 和 函数 至 少 有 一 个 奇 点 . 

4) 在 实 变 函 数 中 有 些 不 易 理 解 的 问题 ,一 到 复 变 函数 中 就 成 
为 显然 的 事情 ,例如 在 实数 范围 内 ,展开 式 

エー ュー ダキ デ ーー( 一 De 二 … 

的 成 立 必须 受 |x| 二 1 的 限制 ,这 一 点 往往 使 人 难以 理解 ,因为 上 
式 左 端的 函数 对 任何 实数 都 是 确定 的 而 且 是 可 导 的 . 事实 上 ,如 
pa 


有 两 个 奇 点 士 i， 而 这 两 个 奇 点 都 在 -二 ;的 展开 式 :1 一 十 zx 一 … 


的 收敛 圆 的 圆周 上 ,所 以 这 个 级 数 的 收 敏 半径 只 能 等 于 1. 因此 ， 
即使 我 们 关心 的 仅 是 z 的 实数 值 ， 但 复 平面 内 的 这 两 个 奇 点 却 给 
级 数 1 一 产 十 性 一 … 在 工 轴 上 的 收敛 区 间 设 置 了 无 法 逾越 的 极限 
范围 . 

9， 洛 朗 展开 式 如 果 函 数 jz) 在 圆 环 域 Ri 二 |z 一 zo | 二 R。 
内 处 处 解析 ， 那 末 


荐  。 _ fz) | ーー 
f(z)= ぶ (ター を o)” “rid ds, (2 一 0, 士 1， 


士 2，…) 
其 中 C 为 图 环 域内 绕 芭 的 任何 一 一 条 正 向 简单 闭 曲线 

一 个 函数 可 能 在 几 个 圆 环 域内 解析 ,在 不 同 的 圆 环 域内 的 洛 
朗 展 开 式 是 不 同 的 ,但 在 同一 个 图 环 域内 ,不 论 用 何 种 方法 去 展 
开 , 所 得 的 洛 朗 展 开 式 是 唯一 的 . 
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在 许多 情况 下 ,一 个 函数 的 洛 朗 展开 式 不 是 利用 上 述 系 数 公 
式 cv 算出 系数 来 得 到 ,而 是 用 函数 性 质 所 启示 的 代数 运算 来 求 得 
的 . 特别 是 在 将 有 理 分 式 展 开 时 , 先 把 该 分 式 用 部 分 分 式 来 表示 ， 
然后 用 二 项 展开 式 把 各 种 各 样 分 母 的 分 式 展开 成 适当 形式 的 级 
数 . 这 样 做 ,往往 感到 便利 . | 

6. 洛 朗 级 数 与 泰勒 级 数 的 关系 ”泰勒 展开 式 中 的 系数 公式 


1 が の 
ry Cy ー ュ の と 。 = 0 ,2 ，… ) (3) 


随 洛 明 展 乾式 中 的 系 数 公式 


_ 1 ドー fw 
on (EC— xz)"t! 


从 表面 上 看 完全 一 样 ,但 (4) 式 中 的 积分 一 般 不 能 利用 高 阶 导 数 公 
式 把 它 写成 ze (zo)， 因为 如 果 ww 是 f(z) 的 奇 点 , 那 末 f(z) 


の と, (z 三 0 土 1, 土 2。… う (4) 


根本 不 存在 ,即使 z 不 是 奇 点 而 有 大”(zo) 存 在 ,但 在 圆 域 |> 一 zo| 


二 Rs 内 可 能 还 有 其 他 奇 点 ,从 而 简单 闭 曲 线 C 内 有 奇 点 ,因此 该 
分 也 不 能 写成 二 J" (zo) ,除非 f(z) 在 |z 一 zo| 壹 RR 内 处 处 解 
析 .如果 是 这 种 情形 , 那 末 由 于 (z 一 z0)"” if(z) (一 1,2,…) 在 C 
的 内 部 处 处 解析 ,根据 基本 定理 知 

cn bes) fat=0 


这 时 , 洛 朗 级 数 成 为 泰勒 级 数 . 所 以 说 , 洛 衣 级 数 是 泰勒 级 数 的 推 
广 . 这 种 推广 非常 必要 ,因为 在 实用 上 常常 要 求 把 一 个 函数 在 环 
绕 它 的 弧 立 奇 点 的 图 环 域内 展开 成 级 数 . 在 下 一 章 中 ,我 们 就 是 
用 洛 朗 级 数 来 对 弧 立 奇 点 进行 分 类 的 ， 


第 四 章 习 题 


1. 王 列 数列 (o} 是 否 收敛 ? 如 果 收 和 敛 , 求 出 它们 的 极限 : 
。 了 4 。 


_1 十 — 了 
1 ) a 2) Co + 2 ’ 
ーー イー n 7 oR 
3) a,={—1) tai; 4) ae 5 
5) ーー ンー の 」 
n 
2. 证 明 : 
0。 gl<<1, 
OOO, lal>t, 
lime’ = 
ne 1 。 な 一 1 。 


不 存在 ,ja| 二 1,a 关 1. 


3 判别 干 列 级 数 的 绝对 收敛 性 与 收敛 性 : 
< (6 十 5 の 2 cosin 
3 2 ーーg 「: ソル pr 


た 


. 下 列 说 法 是 否 正确 ? 为 什么 ? 
1) 每 一 个 医 级 数 在 它 的 收敛 圆周 上 处 处 收敛 ; 
2) 每 一 个 医 级 数 的 和 函数 在 收敛 圆 内 可 能 有 奇 点 ; 
3) 每 一 个 在 z。 连续 的 函数 一 定 可 以 在 z 的 邻 域内 展开 成 泰勒 级 
数 . 


5. 竺 级 数 Y\c(z 二 2)" 能 否 在 z=0 收敛 而 在 2 一 3 发散? 
. 求 下 列 智 级 数 的 收敛 半径 ， | 
の ーー 


1)) 芝 (p 为 正 整 数 ); 

ni 
3) 2 (1 十 21)"z"， 9 ん の の 
DP) (21; >a ・ 


7. 如果 oz 的 收敛 半径 为 R, 证 明 > CRec.)z 的 收 伍 半径 > 及 [ 提 


示 : (Rec の | < le |z|"] 


< 


8. 证 明 : 如 果 lim- 二 存在 ( 关 co), 下 列 三 个 震级 数 有 相同 的 收敛 半径 
。 142 。 


が ンー ; > nce 1， 
9. 设 级 数 > 'c, 收敛 ,而 > "|c. | 发散, 证 明 や ce? 的 收 伍 半径 为 1 


10. 如 果 级 数 cz 在 它 的 收 伍 国 的 圆周 上 一 点 ze 处 绝对 收 全 ,证明 


它 在 收敛 圆 所 围 的 闭 区 域 上 绝对 收敛 . 
11. 把 下 列 各 函数 展开 成 = 的 宕 级 数 ,并 指出 它们 的 收敛 半径 ， 


_ 1 时 ーー 1 る 。 
1 ) 1Tg 2) Et 3) cosz ; 
4) shz; 5) chz; 6) の sinz2; 
7) ei; 8) sin 。 

一 = 
提示 ;sin sin| 1 キュ テー) 一 Sinlcos 一 十 coslsin ーー・ 
12. 求 下 列 各 函数 在 指定 点 z。 处 的 泰勒 展开 式 ,并 指出 它们 的 收敛 半径 ， 

ター 1 一 ] ， ーー を 92, 
Dp DG トー25 

1 1 
3) >2 2z0 一 一 上 ; 4) 4 二 3z， zo=1 二 zs 
5) tgz， ーー) 6) arctgz， z=0. 


13 为 什么 在 区 域 |z|<R 内 解析 且 在 区 间 ( 一 R,R) 取 实数 值 的 函数 
f(z) 展 开 成 z 的 之 级 数 时 ,展开 式 的 系数 都 是 实数 ? 


14. 证 明 在 f(x) 一 cos[ = 十 土 ] 以 z 的 各 筹 表 出 的 洛 朗 展开 式 中 的 各 系 
数 为 


2 
“= 去 | cos(2cos の )cosz の 77,( ヵ 王 0, 土 1。 士 2。…). 


[提示 : 在 公式 (4.4.8) 中 , 取 で C 为 |z|=1, 在 此 贺 上 设 积分 变量 :一 ci2， 
然后 证 明 <。 的 积分 的 盛 部 等 于 零 . ] 
15. 下 列 结论 是 否 正确 ? 
用 长 除法 得 


レ 2 
1 一 ヶ 


二 Zz 十 十 十 x 十，…， 


之 
z—1 


=1 十 二 十 古 十 二 十 …. 
之 Pa 


・ 7 イマ ・ 


Th 


因为 ー キ ーーー0, 


1 一 を を 一 ] 


所 以 … 十 語 十 壇 キー キ 1s 二 デオ る 十 二 …ー0 
16. 把 下 列 各 函数 在 指定 的 圆 环 域内 展开 成 洛 朗 级 数 
] ' 
ゆ ぉ De 四， 1< le 22 


2) ーー 0< し |< く 1 0 くま コー11 < 


の DD’ Ele 1 C1; 1 レー2| oo: 
4) eT, 1< zl<+o0; 
Ve 在 以 ;为 中 心 的 回环 域内 ; 

(を < 


6) sin 2 在 .zx 一 1 的 去 心 邻 域内 . 
De 3 一 |z|<4，4< |z|< 二 co. 
17. 頭数 tg ユエ | 能 否 在 圆 环 域 0< |z|<R(O<R< 十 co) 内 展开 成 洛 朗 
级 数 ? 为 什么 ? ] 
18. 如果 ん 力 満 足 共 系 だ ご 1 的 实数 ,证 明 
こつ ,。- ー Sin の 
2 が sinx 十 9 ニュ ー5kos9 二 だ 
_ cos の 一 を 
> cos( ヵ 十 1) の 9 王 1ー2Xcos9 エ だ 


[提示 ;对 |z! 之 展开 (z 一 妇 -! 成 洛 朗 级 数 ,并 在 展开 式 的 结果 中 置 > ニ =〆, 再 
令 两 边 的 实 部 与 实 部 相等 , 虚 部 与 虚 部 相等 . ] 
19. 如 果 C 为 正 向 圆周 |z| = 3, 求 积分 | 7/(z)dz 的 値 设 f(z) 为 ， 


1 之 十 2 1 る 
1) z(z 十 2)， Gt De 3) est (を 十 1)( ヶ 十 2)「 
20. 二 求 积分 | “jdz 的 值 ,其 中 C 为 单位 圆 1z|=1 内 的 任何 一 


条 不 经 过 原点 的 简单 闭 曲线 
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在 这 一 章 中 ,我 们 将 以 上 章 介绍 的 洛 朗 级 数 为 工具 , 先 对 解析 
函数 的 孤立 奇 点 进行 分 类 ,再 对 它 在 孤立 奇 点 邻 域 内 的 性 质 进 行 
研究 . 无 穷 远 点 如 为 孤立 奇 点 ,我 们 也 将 对 它 进 行 分 类 . 这 些 问题 
的 讨论 为 引入 留 数 概念 以 及 计算 留 数 打 好 基础 . 

本 章 的 中 心 问题 是 留 数 定 理 , 它 是 留 数理 论 的 基础 . 我 们 即将 
看 到 柯 西 - 古 萨 基本 定理 、 柯 西 积分 公式 都 是 留 数 定理 的 特殊 情 
况 . 应 用 留 数 定理 可 以 把 计算 沿 闭 曲线 的 积分 转化 为 计算 在 孤立 
奇 点 处 的 留 数 . 应 用 留 数 定理 还 可 以 计算 一 些 定 积分 和 广义 积分 ， 
其 中 有 些 积分 ,我 们 过 去 在 高 等 数学 中 已 经 计算 过 ,但 计算 时 比较 
复杂 ,用 留 数理 论 可 以 在 分 类 后 作 统一 处 理 , 所 以 留 数 定理 在 作 理 
论 探讨 与 实际 应 用 中 都 具有 重要 意义 . 

最 后 介绍 对 数 留 数 , 辐 角 原理 ,路 西 定理 , 供 有 关 专 业 选 用 


§1 孤立 奇 操 


在 第 二 章 $1 中 曾 定义 函数 不 解析 的 点 为 奇 点 . 如 果 函 数 
f(z) 昌 在 x 不 解析 ,但 在 z 的 某 一 个 去 心 邻 域 0 过 |z 一 | 过 6 内 
处 处 解析 , 那 末 zo 称 为 1(z) 的 孤立 奇 点 . 例如 函数 二 ,e+ 都 以 z= 
0 为 孤立 奇 点 . 但 应 指出 ,我 们 不 能 产生 这 样 的 想法 ， 认为 函数 的 
奇 点 都 是 孤立 的 , 这 种 想法 是 不 对 的 例如 丁 数 /2) = 


I 
z=0 RN i tl 
…) 也 都 是 它 的 奇 点 . 当 x 的 绝对 值 逐渐 增 大 时 ,二 可 任意 接 
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近 一 0. 换 句 话说 ,在 z=0 的 不 论 怎样 小 的 去 心 领 域内 总 有 f(z) 
的 奇 点 存在 . 所 以 ,z 一 0 不 是 一 一 一 的 孤立 奇 点 . 


S1T1 — 
之 


用 上 一 章 的 方法 ,我 们 把 f(z) 在 它 的 孤立 奇 点 z 的 去 心 领 域 
内 展开 成 洛 明 级 数 . 根据 展开 式 的 不 同情 况 将 孤立 奇 点 作 如 下 的 
分 类 . 

1. 可 去 奇 点 ”如果 在 洛 朗 级 数 中 不 含 x 一 z 的 负 顺 项 , 那 末 
孤立 奇 点 zo 称 为 A(z) 的 可 去 奇 点 ， 

这 时 ,f(z) 在 zz 的 去 心 领域 内 的 洛 并 级 数 实际 上 就 是 一 个 普 
通 的 大 级 数 : 


co (zz 十 … cr 人 (一 6 の 7” 十 … 
因此 ,3 这 个 震级 数 的 和 函数 PCz) 是 在 解析 的 函数 ， 且 当 < 天 zx 


ューーー ーーー 


’ ,F(z)= f(z); - f(z); 当 z= eo 时 ， F(zo) 二 co. 但 是 ,由 于 

my (x) = 一 2 が (zo) ーー と 0 
所 以 不 论 f(z) 原 来 在 2 是 否 有 定义 ， 如 果 我 们 令 (zo) 二 cos 那 末 
奉 屋 域 |> 一 so ご 8 内 就 有 


8 zz) 一 co 十 cl(z 一 20) 十 十 coCz 一 zo) 十 … 
从 而 函 娄 7C2) 在 就 成 为 解析 的 了 .由于 这 个 原因 ,所 以 称 为 
可 去 奇 点 ， 
例如 ,z 一 0 是 一 的 可 去 奇 点 ,因为 这 个 函数 在 z=0 的 去 心 
领域 内 的 洛 朗 级 数 
_SIn を ] 


っ a 十 二 2 一 …) 


ー ュ ユー + ー 
中 不 含 包 零 的 項 . 如 果 我 们 约定 sz 在 = 一 0 的 值 为 1( 即 co) 。 那 末 
zz 在 z==0 就 成 为 解析 的 了 . 
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2. 极点 ”如 果 在 洛 朗 级 数 中 只 有 有 限 多 个 x 一 z 的 负 天 项 ， 
且 其 中 关于 (z 一 zo) 的 最 高 项 为 (z 一 zo0) ”, 即 
f= "二 "十 c_s(z—20) :十 c_1(z 一 Zo0) 
十 co 十 cl(z 一 zo) 十 …， (m=l cn た 0), 
那 末 孤立 奇 点 ss 称 为 函数 f(z) 的 mw 级 极点 .上 式 也 可 写成 


fg (5. 1.1) 


C ヶ 一 を 。 


其 中 g(z) 一 c_ 十 ci(z 一 四 ) 十 cC_ ia(z 一 加 )2 十 … 


在 jx 一 zo。| ご 9 内 是 解析 的 函数 , 且 g(zo) 天 0. 反 过 来 , 当 任 何 一 个 


jz) 的 和 2 级 极点 
如果 z。 为 F(z) 的 极点 ,由 (5.1.1) 式 ,就 有 
ンー ンー ] 


例如 ,对 有 理 分 式 函 数 ja 一 二 生来 说 ,z=1 是 
它 的 一 个 三 级 极点 ,z= 十 i 都 是 它 的 一 级 极点 . 

3. 本 性 奇 点 ”如 果 在 洛 度 级 数 中 含有 无 穷 多 个 一 s。 的 负 竺 
项 , 那 末 孤立 奇 点 zo 称 为 f(z) 的 本 性 奇 点 性 奇 点 . 

例如 ,函数 f(z) = 二 ez 以 z= 0 为 它 的 本 性 奇 点 . 因为 在 级 数 

は ニュ em 十 二 7 キー 圭二 … 
中 含有 无 穷 多 个 = 的 负 寡 项. 

在 本 性 奇 点 的 邻 域内 ,函数 7Kz) 有 以 下 的 性 质 (证 明 从 咯 ): 
如果 zo 为 函数 f(z) 的 本 性 奇 点 , 那 末 对 于 任意 给 定 的 复数 4, 总 
可 以 找到 一 个 趋同 于 そ o 的 数 列 , 当 る 沿 这 个 数列 趋 问 于 Zo 时 ， 
f(z) 的 值 趋向 于 4. 例如 ,给 定 复 数 4=i, 我 们 把 它 写 成 


i 二 e+2mi, 那 末 由 er 一 i 可 得 “一 一 一 一 一 ,显然 ， 当 n>co 时 ， 
(可 十 2zzr)i 


>0. 而 e* 一 i， 所 以 , 当 。 沿 (6) 欧 向 于 学 时 ， f(z) 的 值 趋向 于 
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综 上 所 述 ,如 果 % 为 了 (z) 的 可 去 奇 点 , 那 末 im プ ( で 存在 有 


有限 如果 x pee 那 末 limf 2) = oj 如果 zo 妨げ る) 的 


本 性 奇 宮 那 末 mn7( つ 存在 遇 本 カー 因为 已 经 讨论 了 孤立 奇 


点 的 一 切 可 能 情 形 , 記 以 反 辻 来 的 伏 论 也 成 立 , 这 就 是 说 ,我 们 可 
以 利用 上 述 极限 的 不 同情 形 来 判别 孤立 奇 点 的 类 型 。 
4. 函数 的 零点 与 极点 的 关系 ”不 恒 等 于 零 的 解析 函数 f(z) 


如 果 能 表示 成 

- (>) 三 (一 zo)" DCz)， (5. 1°2) 
其 中 Ws) 在 *。 解析 并 且 Pr(zo) 天 0,m 为 某 一 正 整数 ， 那 末 zo 称 为 
f(z) 的 如 级 零碎 . 级 零点 . 


| 例 如 z=0 与 z=1 分 别 是 函数 7(z<)=zCz 一 1 的 一 级 与 = 级 
零点 .根据 这 个 定义 ,我 们 可 以 得 到 下 列 结 论 : 
如果 f(z) 在 z 解析 , 那 末 zo 为 1(z) 的 m 级 零点 的 充 要 条 件 


是 
fP =0, (=0;1,2, em— 1 が の 0) (5.1.3) 
事实 上 ,如 果 z% 是 f(z) 的 m 级 零点 , 那 示 f(z) 可 表 成 
(5. 1. 2) 的 形式 . 设 kz) 在 z 的 泰勒 展开 式 为 | 
の (>) 三 c。 十 ci( テ 一 so) 十 c。( テ 一 so う 7 十 …* 
其 中 c= 二 glzo) 关 0, 从 而 f(z) 在 xz。 的 泰勒 展开 式 为 
f(z)=co(z—z0)" Tc (zz0)" 十 co(z 一 2o) “十 
个 式 子 说 明 ,f(z) 在 x 的 泰勒 展开 式 的 前 m 项 系数 都 为 零 . 由 
半球 可 这 时 ff (zw) 二 0, (nn 二 0,1,2* 


1)， 本 ーー 0 一 Co 天 0. 这 就 证 明了 (5.1. 3) 是 zo 为 jz) 的 和 级 零 


点 的 必 要 条 件 充分 条 件 由 读者 目 己 证 明 . 
例如 > 王 1 是 f(z)==z2 一 1 的 零点 ,由 于 了 (1) 二 3x |: -一 3 天 
0, 从 而 知 を =] 是 jz 的 一 级 零点 . 
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而 它 在 x 的 邻 域内 不 为 零 . 这 是 因为 ez) 在 m 解析 , 必 在 s 连 
续 , 所 以 给 定 se 一 于 19(zo) | , 必 存在 8, 当 lz 一 ze| 8 時 。 有 |gCz) 一 


pz0) | <*= テ |gs。) 1. 由 此 得 
| >) | テテ Is。) |. 


零 . 也 就 说 ,一 个 不 恒 为 零 的 解析 函数 的 零 点 是 孤立 的 ， 


函数 的 零点 与 极点 有 下 面 的 关系 : 
定理 ”如 果 xm 是 /(z) 的 mm 级 极点 , 那 末 s。 就 基 っ 的 銀 
29 ] 
六 各 果 吉 是 fe) 的 mm 级 极点， 根据 (5. 1. 1) 式 , 便 有 
f= 二 六 


rg バタ ) ] 
其 中 g(>) 在 Zo 解析 , 是 g(zo。) デ 0. 所 以 当 ラー を o 时 ,有 


キー 
FD = (を 2 gz) (z— zo)"h(z), (5. 1. 4) 
沙 数 h(z) 也 在 z 解析 , 且 的 由 于 


7 う ーッ 


1 天 
因此 ,我 们 只 1 要 信 > 一 0, 那 末 由 (5.1.4) 知 aa 大 < 的 级 零 
反 过 来 ,如 果 m 是 元 的 产 级 零点 , 那 末 


うー (を 一 so" を ). 
这 里 >) 在 そ o 解析 ,并且 Hzo) た 0, 由 此 , 当 < デ zo 时 ,得 
1 
f(z) ーー ーー 人 を * 
而 y(z)==1/g(z) 在 z 解析 ,并 且 y(zo) 隆 0, 所 以 zo 是 f(z) 的 m 级 
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极点 . 
[证 毕 j 
芝 人 定理 方 列表 数 人 点 提供 了 一 个 较为 简便 的 方法 . 


例 1 函数 一 -有 些 什么 奇 点 ? 如果 是 极点 ,指出 它 的 级 ， 


SIn 々 


[和解 ] 函数 1/sinz 的 奇 点 显然 是 使 sinz=0 的 点 . 这 些 奇 点 - 


是 z=kxr(k 一 0, 土 1, 士 2,…). 因为 从 sinz 王 0 得 〆 ど ニーe“ 或 = 
i, 从 而 有 2iz= 二 2kri, 所 以 zx 二 kr: 很 明显 它们 是 孤立 奇 点 . 由 于 
(sinz)’' | デ cosz | デー1)* デ 0, 


所 以 z==kr 都 是 sinz 的 一 级 零点 ， 也 就 是 -的 一 级 极点 

应 当 注 意 ， 我 们 在 求 函 数 的 珀 立 奇 点 时 ， 不 能 一 看 函数 的 表面 
形式 就 急于 作出 结论 . 像 函数 7 +, 初 一 看 似 于 * 一 0 是 它 的 2 
级 极点 ,其 实 是 一 级 极点 . 因为 ] 


i 上 Vy ニー]| ニオ ユエ よし を 」… Lg, 
R= 0 ° - 


之 之 


其 中 Ws) 在 * ニ 0 解析 ,并 且 K0) 天 0. 类 似 地 ,x 一 0 是 5 的 2 2 级 
极点 而 不 是 3 级 极点 . 

5. 函数 在 无 穷 远 点 的 性 态 “ 到 现在 为 止 ,我 们 在 讨论 函数 
f(z) 的 解析 性 和 它 的 孤立 奇 点 时 ,都 假定 < 为 复 平面 内 的 有 限 远 
点 . 至 于 函数 在 无 穷 远 点 的 性 态 , 则 尚未 提 及 . 现在 我 们 在 扩充 
复 平面 上 对 此 加 以 讨论 . 

如 果 函 数 f(z) 在 无 穷 远 点 zx 一 co 的 去 心 邻 域 RR<|z| < 十 co 

内 解析 , 那 末 称 点 ce 为 /(z) 的 孤立 奇 点 . 作 变 换 :二 和， 并 且 焕 老 
这 个 变换 把 扩充 = 平面 上 的 无 穷 远 点 = 一 co 映射 成 扩充 平面 上 
的 点 + 一 0, 那 末 扩充 = 平面 上 每 一 个 向 无 穷 远 点 收 伍 的 序列 
(z,} 与 扩充 :平面 上 向 零 收敛 的 序列 | 二 一 过 } 相 对 应 ; 反 过 来 也 是 


这 样 .同时 ,一 过 把 扩充 = 平面 上 co 的 去 心 邻 域 R< 1z|<< 十 cc 映 
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射 成 扩充 上 平面 上 原点 的 去 心 邻 域 0< ES ,又 
f= f(D = 
这 样 ,我 们 就 可 以 把 在 去 心 邻 域 R 达 |z| 二 十 oo 内 对 函数 /(z) 的 
研究 化 为 在 去 心 邻 域 0<|i| 天 元 内 对 函数 の 的 研究 
显然 ,p(t) 在 去 心 邻 域 0<1| 过 去 内 是 解析 的 ,所 以 1 二 0 是 


の 的 孤立 奇 点 ・ 
我 们 规定 :如 果 上 一 0 是 の 的 可 去 奇 点 、z 级 极点 或 本 性 奇 


点 那 末 就 称 点 z= co 是 1(z) 的 可 去 奇 点 ,mr 级 极点 或 本 性 奇 点 . 


由 所 jz) 在 及 一 |z| 志 十 co 内 解析 ,所 以 在 此 圆 环 域内 可 上 
展开 成 洛 朗 级 数 . 根据 (4. 4. 5) 与 (4.4. 8) ,我 们 有 


f(z)= De + ce 


ーー > ,c_sz 一 十 co 十 > ce , 9r 5) 
Fl ”其 二 1 


_ 1 fC) 
2 J Lt! 


の て (n=0, 士 1, 士 2,…), 


其 中 C 为 在 圆 环 域 R< 1z|< 十 内 绕 原点 的 任何 一 条 正 向 简单 
闭 曲 线 . 因此 ,g(:) 在 圆 环 域 0<1:|<< 去 内 的 洛 朗 级 数 可 由 


(5. 1.5) 得 到 , 即 
Xt) 一 ぷ 。 ， 如 十 co 十 や だ 7 (5. 1. 6) 


人 直角 3. 下り 不全.i) 人 有 和 有 陣 
多 的 负 赛 项 , 且 纺 "为 最 高 负 寡 ,证 ) 含 有 无 穷 多 的 负 宕 项 , 那 末 z= 
0 是 8Cb) 的 认可 去 奇 点 ,ii)ma 级 极点 ,过 ) 本 性 奇 点 . 因此 ,根据 前 
面 的 规定 ,我 们 有 : 
如 采 在 级 数 (5. 1.5) 中 , 
i) 不 含 正 宕 项 ; 
。 I51・ 


の) 含 有 有 限 多 的 正 备 项 , 且 " 为 最 高 正 宕 ; 


ンス 、 2 マ Tl 。 


_ 那 未 二 2 是 /2 的 _ 
i) 可 去 奇 点 ; 


ii) m 级 极点 ; 

ii)》 本 性 奇 点 . 

宇和 -从 盾 无 穷 远 点 来 说 , 它 的 特性 与 其 洛 朗 级 数 之 间 的 
关系 就 跟 有 限 远 点 的 情形 一 样 ,不 过 只 是 把 正 攻 项 与 负 赛 项 的 作 
用 互相 对 调 就 是 了 

我 们 又 知道 ,要 确定 上 一 0 是 不 是 g(t) 的 可 去 奇 点 、 极点 或 本 
性 奇 点 ,可 以 必 把 9(1) 展 开 成 洛 朗 级 数 来 考虑 ,只 要 分 别 看 极限 
limgkz) 是 否 存在 (有 限 值 )、 为 无 穷 大 或 既 不 存在 又 不 为 无 穷 大 就 
可 以 了 . 由 于 f(z) 二 9(2) ,对 于 无 穷 远 点 也 有 同样 的 确定 方法 ， 
z 二 co 是 f(z) 的 可 去 奇 点 .极点 或 本 性 奇 点 ,完全 看 极限 lim f(z) 
是 否 存在 (有 限 值 ) 为 无 穷 大 或 既 不 存在 又 不 为 无 穷 大 来 决定 . 

当 z 手 co 是 f(z) 的 可 去 奇 点 时 ， 我 们 可 认为 f(z) 在 ?是 解析 


例如 ,函数 7 1< -< 二 ee 丙 可 以 展开 成 


fe)= = ュー エト + ラー ラナ … 二 ( 一 " ラ 二 … 
選 不 含 正 舞 項 , 所 以 っ 大 f(z) 的 可 去 奇 点 . 如 果 我 们 取 7oo) = 
1, 那 示 (>) 就 在 oo 解析 ・ 

又 如 函数 f(z) =z 十 二 ,含有 正 吞 项 , 且 z 为 最 高 正 筹 项 ,所 
以 co 为 它 的 一 级 极点 . 

函数 sinz 的 展开 式 : 


・ 152Z・ 


ee : 
函数 


《于 一 1)(z 一 2)3 
1 (2 一 (sinzse)3 


在 扩充 平面 内 有 些 什么 类 型 的 奇 点 ? 如 果 是 极点 ,指出 它 的 级 . 
[ 解 ] 易 知 ,函数 f(z) 除 使 分 母 为 零 的 点 > 王 0, 土 1, 土 2… 
外 , 在 |z| < 十 co 内 解析 . 由 于 (sinxz)' 二 zcosz> 在 z 三 0, 土 1, 
士 2,… 处 均 不 为 零 , 因 此 这 些 点 都 是 simzz 的 一 级 零点 ,从 而 是 
Csinxz) 的 三 级 零点 . 所 以 这 些 点 中 除去 1 ,一 1,2 外 都 是 f(z) 的 
三 级 极点 . 
因 一 1==(z 一 1)(z 十 1) 以 1 与 一 1 为 一 级 零点 ,所 以 1 与 一 1 


是 f(z) 的 2 级 极点 ， 


2 ーー 3 
mn ee ミー 


(sin 婦 を )* sinAz 


nt 


=liml +2)°—1] 
所 以 < 二 2 是 fC 的 可 去 奇 点 . 
关于 > 一 co ,因为 
1 1 ロー の ) ロ ー2 の 3 
7| 本 in " 
可 知 を =0, ム ニー 使 分 母 力 塞 . 当 ヵ ー1 时 ,一 1, 即 z 二 1; 当 


の 


2. 这 两 点 上 面 已 经 讨论 过 . 所 以 当 ァ 2 
本 显 见 当 w>oo 时 ,6 一 0. 所 以 と 一 0 不 
是 /| 二 | 的 孤立 奇 点 ,也 就 是 x 一 oo 不 是 f(z) 的 孤立 奇 点 ， 

$2 留 数 


1. 留 数 的 定义 及 留 数 定理 ”如 果 函 数 f(z) 在 z 的 邻 域内 解 
153・ 


が ー2 時 , ら ー テ 。 即 > 


析 , 那 末 根据 柯 西 - 古 萨 基本 定理 
| Pf (dz=0, 


其 中 C 为 zo 邻 域内 的 任意 一 条 简单 闭 曲 线 . 

但 是 ,如 果 zo 为 f(z) 的 一 个 孤立 奇 点 ， 那 末 沿 在 z。 的 某 个 去 
心 邻 域 0 二 |z 一 1 过 RR 内 包含 z 的 任意 一 条 正 向 简单 闭 曲 线 C 
的 积分 


oe 


一 般 就 不 等 于 零 . 因此 将 函数 f(z) 在 此 邻 域内 展开 成 洛 朗 级 数 
太 (z) 一 … 十 cz 一 2 一 十 … 十 cz 一 20) 
十 co 十 ci (Zz 一 Zo) 十 … 十 c,(zZ 一 Za)" 十 
后 ,再 对 此 展开 式 的 两 端 沿 C 逐 项 积分 ， 右 端 各 项 的 积分 除 留 下 
c_1(z 一 zo) ! 的 一 项 等 于 2xic- 1 外 ， 其 余 各 项 的 积分 都 等 于 零 , 所 以 


Pf (d= 2rric_i， 


我 们 把 ( 留 下 的 ) 这 个 积分 值 除 以 2xi 后 所 得 的 数 称 为 /( 々 ) 在 za 
的 留 数 , 记 作 Res[ f(z) Z|, 即 


Res[ f(z) ro] ニー Pf ds (5.2.1) 
C 


「 ResLf (2) ao」 王 と 一 C_1 (5. 2. 2) 


也 就 是 说 ,f(z) 在 zo 的 留 数 就 是 1 国 要 就 是 了 02) 在 以 zo 为 中 心 的 圆 环 域内 
的 洛 朗 级 数 中 人 负 星 项 ci( を 一 se) 的 条 数 . 

关于 留 数 ,我 们 有 下 面 的 基本 定理 . 

定理 一 ( 贸 数 定理 ) 设 甬 数 /(s) 在 区 域内 除 有 限 个 孤立 
奇 点 ;又 ，… ,如 外 处 处 解析 .C 是 也 内 包围 庄 奇 点 的 一 条 正 向 
简单 闭 曲 线 , 那 末 


bf (de=2ri DResLf ,Zs |. (5. 2. 3) 
い 天 一 ] 


从 而 有 


*。 I54・ 


[证 j] 把 在 C 内 的 孤立 奇 点 sx(& 一 1 2, 2) 用 互 不 包含 的 正 
向 简单 闭 曲 线 C, 围绕 起 来 (图 5. 1) , 那 末 根据 复合 闭路 定理 有 


(の dsー oer+ の “十 ode 
以 2xi MM 得 
テー 人 oeーRe7o ;Zz1 | 十 Res[ f(z) zy | 


十 … 十 Res| f(z) ,Zn | 
即 


bf (2) dz= 2zz >/ Res[ f(z) zi |]. 
の =] 


ーー 


利用 这 个 定理 , 求 沿 : 

数 在 C 中 的 各 孤立 奇 点 处 的 留 数 是 此 可 网 人 
赖 于 如 何 能 有 效 地 求 出 >) 在 孤立 奇 点 z。 处 的 留 数 . 一 般 说 来 ， 
求 函数 在 其 奇 点 z。 处 的 留 数 只 须 求 出 它 在 以 mx 为 中 心 的 圆 环 域 
内 的 洛 朗 级 数 中 c_1(z 一 z。)-! 项 的 系数 c-, 就 可 以 了 . 但 是 如 果 能 
先知 道奇 点 的 类 型 ,对 求 留 数 有 时 更 为 有 利 . 例如 ,如 果 加 是 ~ 
(の 的 可 去 奇 点 , 那 末 Res[f(z) ,zoj==0, 因 为 此 时 f(z) 在 zo 的 展 
开 式 是 泰勒 展开 式 , 所 以 。_,=0. 如果 z 是 本 性 奇 点 , 那 就 往往 只 
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能 用 把 f(z) 在 zo 展开 成 洛 朗 级 数 的 方法 来 求 < ,在 s。 是 极点 的 
情形 ,直面 几 个 在 特殊 情况 下 求 <_, 的 规则 ,都 是 很 有 用 的 . 

2. 留 数 的 计算 规则 

規則 1 如果 z 为 /fz) 的 一 级 极点 , 那 末 


Res[L f(z) ,zo |= lim (z—z0) f(z). (5.2.4) 
一 - 
规则 了 I 如 果 忆 为 f(z) 的 m 4295 那 末 


Res[ f(z) ,zo |= im テコ ーー it Zo)" f(z)} 


1 

(m—1)! 
(5. 2. 5) 

事实 上 ,由 于 

fz) 二 Cc_n(z 一 Z0) ”十 … 十 Cc_s(z 一 2Z0) 十 C1(z 一 20)” 
十 co 十 ct(z 一 zo) 十 …， 
以 (z 一 zo)" 乘 上 式 的 两 端 ,得 
(z—zo) ”f(z)=c ,tc m1(Z— zo) 
十 c_1(z 一 zo0)” 十 co(z 一 2Z0)" 十 …*， 
两 边 求 m 一 1 阶 导 数 , 得 
= {(z—z0)" f(z)}= (Cm—1)! ci 十 ( 信 含有 z 一 za 正 圭 的 项 }， 


令 = >am, 两 端 求 极限 , 右 端的 极限 是 (mm 一 1) !c ,根据 (5. 2. 2) , 除 
以 ( み ー1)! 就 是 Res[ げ >) ,zxo], 因 此 即 得 (5. 2. 5); 当 ター 1 时 就 是 


(5.2. 4). 
PCz) 


規則 還 没 7( の = ち 5 ) ,p(w) 有 有 Q(z) 在 zo 都 解析 ， 如 果 


PXz。) デ 0,Q(z。) 三 0,O (zo) 关 0, 那 末 zo 为 f(z) 的 一 级 极点 ,而 
P(zo) 
QI (zo) 

事实 上 ,因为 Q(zo)=0 及 Q (zo) 关 0, 所 以 zo 为 Q(z) 的 一 级 
1 

ーー 的 一 を 

零点 ;从 而 之 0 放っ 的 级 极点 * 因此 
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Res| f(z) ,zo] 一 (5.2.6) 


Q(s) テー 2 "Rx, 
其 中 zz) 在 = 解析 , 且 ex。) テ 0. 由 此 得 


J (z) ーーーーg(<) 


其 中 g(Gz) 一 CCz)P(z) 在 zu 解析, 上 g(a) = pla) Pe) £0 : 
为 /GD) 的 一 级 极点 : 
根据 规则 I, Res| f(z) rso」 王 Hm (を 一 を 。) (<) [而 (sz ) 三 0. 
所 以 


_ Pe) 


ダー 


(一 so。)/( ヶ ) = 


令 >>x, 即 得 (5. 2. 6). 


例 1 计算 积分 5 


L 解 】 由 于 /> 
极点 都 在 圆周 |z| 王 2 内 , i 


Zev | 
| ds=2xiiResL/(2) 1] 二 Res[/(z) 一 1]}。 
て . 
由 規則 1, 得 


一 级 极点 十 1, 一 1, 而 这 文 两 个 


Resl f (xz) 1] 一 hm(z 一 1) -A =lim ee 
= =| 一 < 


Res[ f(z),—1]= lim (z+ DE = lim ee 

ュー 一 ] :.- 

因此 
a 
$F j= CS > キー うー2xcb1 

我 们 也 可 以 用 规则 五 来 求 留 数 : 
ze ど 
Res[/ で 1]= 守 | ニテ: 


・ ナウ 5 アッ 


e~} 


ーーー 


ァ デ ーー1 2 


1] 一 2 
Res[ f(z),—1]= 2 


这 比 用 规则 【要 简单 些 ， 
例 2 计算 积分 “中居 


dz,C 为 正品 加 周 . |z| ー 2. 
都 在 


[和解 ] 被 积 函 数 f(z) 二 
圆周 |z| 二 2 内 ,所 以 
(de=2ri{Res[f (2) ,1]+Res[ f(z),—1] 
| +Res[f(z) ,可 十 ResLFCz) 一 
sa 
pit 


例 3 计算 积分 中 zcz1ysde"C 为 正 向 国 周 , 1s1 一 2 
[ 解 」 z= 0 为 被 积 函 数 的 一 级 极点 ,z 一 1 为 二 级 极点 ,而 
ResLf OIL 
| dr， J, e 
Res[/ (2) ,一世 二 im | ーD si | 
の 1 エー sl) 
ご | 一 hm と ーー 


一 去 dz 


所 以 | 
0 133 dz =2xi{Res[ (>) 、 9] 上 Res[7( の 。 1 ]) 


王 2xz(1 十 0) 三 2 
以 上 我 们 介绍 了 求 极点 处 留 数 的 关公 式 用 这 些 公式 角 
有 时 昌 感 方便 ,但 也 未 必 尽 然 . 例如 欲求 函数 


P(z) zz—Ssinz 


f(z) QC) 2 
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在 z= 二 0 处 的 留 数 . 为 了 要 用 公式 , 先 应 定 出 极点 z=0 的 级 数 . 
由 于 

PC0) 一 (cz 一 sinz)|。 一 0， 已 (0) 王 (1 一 cosz)|。, 一 0， 

PP (0) 一 sinz|. -一 0， P"(0) =cosz| =。=10. 
因此 z=0 是 z 一 sinz 的 三 级 零点 ,从 而 由 f(z) 的 表达 式 知 ,z= 二 0 
是 f(z) 的 三 级 极点 . 应 用 规则 工 , 即 公式 (5. 2. 5) ,得 


Re | に sinz ト Ex を ー SINZ 
S| 0 3- G ニ DTBa gl? 区 
了 Tin 入 | 三 Sinz 
2! ze0 dz zi 


由 此 可 见 , 往 下 的 运算 既 要 先 对 一 个 分 式 函 数 求 二 阶 导数 ,然后 又 
要 对 求 导 结果 求 极限 ,这 就 十 分 繁杂 ， 如 果 利用 洛 朗 展开 式 求 <_， 
就 比较 方便 . 因为 


z 一 Snz 1[ /| 1 。 1 。 
本 | そ 31° ーー | 
1 1 
31 x S12 
所 以 - 
之 一 <—sing 1 


可 见解 是 的 关键 在 于 根据 具体 问题 灵活 选择 方法 不 要 拘泥 于 套 
用 公式 ， 

还 应 指出 , 细 察 公式 (5. 2..5) 的 推导 过 程 ,不 难 发 现 ,如 果 函 数 
(2) 的 极点 的 级 数 不 是 m, 它 的 实际 级 数 要 比 m 低 , 这 时 甫 这 
式 

f(z)=c_n(z—z0) "Tc nri(2—20) "t+! 
十 c_1(z 一 20) 1! 十 co 十 …: 

的 系 数 c-』e- 1,… 中 可 能 有 一 个 或 几 个 等 于 零 ,显然 公式 仍然 
有 效 . 


得 比 实际 的 级 数 请 em 。 让 得 化 实 际 的 级 数 高 反而 合计 算 方 
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便 的 情形 也 是 有 的 . 例如 上 面 这 个 例子 . 实际 上 x=0 是 函数 
2 一 Sinz 的 三 级 极点 ,如 果 象 下 面 那 样 计算 在 z=0 处 的 留 数 ,还 是 
比较 简便 的 ， 
1 
=lim(— 一 COsSZ) 二 一 5 


Res| 
3. 在 无 穷 远 点 的 留 数 ” 设 函数 f(z) 在 圆 环 域 R< jz|<< 十 cc 
内 解析 ,C 为 这 圆 环 域内 绕 原 点 的 任何 一 条 正 向 简单 闭 曲 线 , 那 末 
积分 


ァ ー SINZ 


ーー 1 の 
zi :0 = で ー rim < 


ター sinz 
6 


mi ds 
的 值 与 C 无 关 ， 我 们 称 此 定 值 为 f(x) 在 oo 点 的 留 数 , 记 作 


] es [Lf (Cz) oo] 一 元 7 の gs C5.2.7) 


值得 潍 总 的 是 这 里 积分 路 线 的 方向 是 负 的 ,也 蒜 息 到 硕 时 外 的 广 
同 ・ ] ] 
从 (5. 1. 5) 式 可 知 , 当 ?一 一 1 时 ,有 


= bf (dz 


因此 ， 由 (5. 2. 7) ,得 ] 
ResLf e900]= es を 9 
这 就 是 说 ,8(z) 在 ce 点 的 留 数 等 于 它 在 co 点 的 去 心 领 域 R<|z|< 
十 ce 内 洛 朗 展开 式 中 盖 :的 系数 变 号 . 
下 面 的 定理 在 + 时 是 9 的 ・ 
名和 7 不了 
下 证] 从 点 外 , 设 fC) 的 有 限 个 奇 点 为 (R127 
又 设 C 为 一 条 绕 原 点 的 并 将 (4 二 1,2,…,n) 包 含 在 它 内 部 的 正 
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向 简单 闭 曲线 , 那 末 根据 留 数 定理 ( 即 本 节 定 理 一 ) 与 在 无 穷 远 点 
的 留 数 定义 ,就 有 
Res[ f(z) ,ee | 十 DResLf ,ZE | 
下 pf (x)dz 十 元 ; b/de=0. 
l [证 毕 
关于 在 无 穷 远 点 的 留 数 计算 ,我 们 有 以 下 的 规则 
规则 Res[ f(z) oo] ニーRes| 7 | * 0 | (5. 2. 9) 
事实 上 ,在 无 穷 远 点 的 留 数 定义 中 , 取 正 向 简单 闭 曲线 C 为 
半径 足够 大 的 正 向 贺 周 : |z| 一 p. 令 x 一 去 ,并 设 = 一 oe" 必 一 rer, 那 


と op 一 ,0 一 一 2 于 是 有 


Rés[ f(z) co] 一 二 bf Cd 
J 


一 2 
= | プ げ (oe")pze" dO 
1 fl 


ー 27 0 /| yer re® dg 

了 2 1 

ーー D7 总 Sr 9 ) 

ー 人 二 j 喜 收 [J 一 十 为 正 向 


由 于 f(z) 在 p< ee 内 解析 1 | 在 0 ご |&| 内角 


析 , 因 此 /| 去 | 去 在 18|< 放 内 除 5==0 外 没有 其 他 奇 点 由 留 数 
定理 ,得 
$e 
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所 以 (5.2.9) 成 立 . 

定理 二 与 规则 了 为 我 们 提供 了 计算 函数 沿 闭 曲线 积分 的 又 一 
种 方法 ,在 很 多 情况 下 , 它 比 利 用 上 一 段 中 的 方法 更 简便 

例 4 计算 积分 中 地 Ede,C 为 正 向 加 周 :1z| 一 2 ( 即 上 一 


段 的 例 2) 
[ 解 ] 函数 -在 |z| 一 2 的 外 部 , 除 oo 点 外 没有 其 他 奇 点 ， 
因此 根据 定理 二 与 规则 
b 2dz = —2xiRes[ fC) ,00] 


1 
a 
0. 


—2riRes| 了 已 ,0 |= 


一 2xiRes| f 医 一 


这 样 做 简便 得 多 了 . 
例 5 計算 税 分 や ーーmso こ や と ー) "て 为 正 向 圆周 ;|=| 
ー2. ' 「 
[和解 ] 除 吕 点 外 ,被 积 函 数 的 奇 点 是 :一 i,1 与 3. 根据 定理 
二 ,有 
Res[ F(z) ,一 站 十 ResLGz) ,1 十 ResL f(z), 3 
十 Res| (>) ,co |=0, \ ~ 


TE TT ey 
由 于 一 :与 1 在 C 的 内 部 ,所 以 从 上 式 、 留 数 定理 与 规则 以 得 
到 
dz 
(z+ (z—1)(z—3) 
=2xi{Res[ f(z),—i]+Res| f(z),1 ] ) 
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一 —2xi{Res[ f(z) 5 CT > 


-ri 人 + 一 二 
"12(3 十 の | (3 十 り の 
如 果 用 上 一 段 的 方法 ,由 于 一 i 是 10 级 极点 ,并 且 在 C 的 内 


部 ,因而 计算 必然 很 繁琐 . 
S3 留 数 在 定 积分 计算 上 的 应 用 


根据 留 数 定理 ,用 留 数 来 计算 定 积分 ,是 计算 定 积分 的 一 个 有 
效 措施 ,特别 是 当 被 积 函数 的 原 函数 不 易 求 得 时 更 显得 有 用 . 即 
使 寻常 的 方法 可 用 ,如 果 用 留 数 ,也 往往 感到 很 方便 .当然 这 个 方 
法 的 使 用 还 受到 很 大 的 限制 . 首先 ,被 积 函数 必须 要 与 菜 个 解析 
函数 密切 相关 .这 一 点 ,一 般 讲 来 ,关系 不 大 ,因为 被 积 函 数 常 党 
是 初等 函数 ,而 初等 函数 是 可 以 推广 到 复数 域 中 去 的 . 其 次 , 定 积 
分 的 积分 域 是 区 间 , 而 用 留 数 来 计算 要 牵涉 到 把 问题 化 为 沿 闭 曲 
线 的 积分 ,这 是 比较 困难 的 一 点 . 干 面 我 们 来 阐述 怎样 利用 留 数 
求 某 几 种 特殊 形式 的 定 积分 的 值 ， 


1， 形 如 "RCcos0, sing) db 的 积分 ,其 中 R(cos0,sin0) 为 cos の 


与 sing 的 有 理 函 数 . 令 = 一 所, 那 末 dz 二 ie*4d0， 


sin0 = 1 (ge〆ーー ジ の ニモ デー1 
27 


所 以 満足 留 数 定理 的 条件 . 根据 留 数 定 理 ， 得 所 求 的 积分 值 ， 
2 SRes[7G) ,Zh | ， 
22) 为 包含 在 单位 圆周 Iz| 二 1 内 的 f(z) 的 孤立 


其 中 Zkk=1,2, 
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奇 点 . 
cos2 の 


例 1 计算 I= | 1ー2zcosg 上 7 (0 二 p 过 1) 的 值 . - 
[ 解 ] 由 于 0<p<1, 被 积 函 数 的 分 母 1 一 2pcos0 十 p 二 (1 一 
pp) 十 2p(1 一 cos0) 在 0SS の SS2z 内 不 为 零 ,因而 积分 是 有 意义 的 ， 


由 于 | 
0 Lean em = Let, i 


因此 
7 = 2 十 z 1 dz 
一 
lz[=1 2 1 一 2 カ J 十 产 
1 二 4 -= 4 
21z22 (1— pz) (z— f(z) dz 


1z|=1 _ lgl= ュ 
在 被 积 函数 的 三 个 极点 op AEM a 
内 ,其 中 z=0 为 二 级 极点 ,z= 二 p 为 一 级 极点 ,所 以 在 圆周 |z|==1 
上 被 积 函 数 无 奇 点 .而 


_1 dr.,. 1 十 2 

ResL f(z) 0 一 lim 3 bE 2zz2(] 一 の を)( を 一 万 | 

(ペー ジー ヵ 十 が >)4 一 (1 十 * う (1 一 2pz 十 の ) 
2i(z— pz —p 二 pp タゲ 


=lim 


1 
2ip? 
1 十 2 
Res[f(2),p]—lim| 一 の ~ 2iz (1— pz) | 


ーー 1 十 ダ ー 
2z の (1 一 の ) " 
因此 


四 1 だ 1 十 名 2r が 
1=2xi| — 2 「 2 が ロー ちよ 1 一 が 


2. 形 如 | ”R(z)dz 的 积分 。 当 被 积 函 数 R(x) 是 x 的 有理 
a ーー 
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函数 ,而 分 母 的 次 数 至 少 比分 子 的 次 数 高 二 次 ,并 日 R(z) 在 实 轴 - 
上 没有 孤立 奇 点 时 ,积分 是 存在 的 . 现在 来 说 明 它 的 求法 ・ 
不 失 一 般 性 ,i 
十 Qiz”! 十 十 a 


ーー ライ テコ エー ゲー タプ ーー ゲー タグ 2 
为 一 已 约 分 式 . 


我 们 取 积 分 路 线 如 图 5.2 所 示 , 其 中 Cx 是 以 原点 为 中 心 ,R 
为 半径 的 在 上 半 平 面 的 半圆 周 . 取 尺 适当 大 ， ,使 R(x) 所 有 的 在 上 
半 平 面 内 的 极点 z 都 包 在 这 积分 路 线 内 . 根据 留 数 定理 ,得 


| Rn)dzt | R(z)dz 一 2xi yVRes[R(z) ,zs]. (5. 3. 1) 


因为 
1 1 十 qz 十 … 十 aoz “| 
|z|” ”1 十 pz 十 十 Do 
ン _1 . 1 十 |az 十 … 二 a.z | 
ーー 
而 当 {z| 充 分 大 时 ,总 可 使 


[az 1 十 十 az 二 j0， 


IA(z) | テ 


トト be |< 


由 下 一 タジク 2。 故 有 
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IR の | < ニー バー て 
iT ュー ki 
10 


因此 ,在 半径 R 充分 大 的 Ce 上 ,有 
下 R(z)dz 


<| RC) | の が < 。xR 一 红 


R* だ 


所 以 , 当 R_> 十 co 时 ， | R(z)dz>0, 从 而 由 (5. 3. 1) 得 


ee . ~、 
| R(Tr)dr t= 2 > Res[ R(z) ,z, |. 


如果 尺 Cz) 为 偶 函 数 , 那 末 


| Rdz=mi > ， Resl R(z) >. 


で あか GT 


算 积 分 了 


奇 点 ,因此 积分 是 存在 的 . 函数 


2 


(二 a) (z+) 


(e* 十 g@ の の (を 十 が ) 


的 一 级 极点 为 土 ai, 土 所 ,其 中 ai 与 如 在 上 半 平 面 内 .由 于 


ResL (>),g | =lim| (z—ai) 
2 


a 2) 


个 > 这 里 求 得 的 ,实际 上 是 广义 积分 "AG)gz 的 主人 ・ 按 广义 积分 的 定义 ， 
RGCzldz= im RCz)dz= ,lim | R(z)dz 十 ， lim | RCz)dz 


其 中 4 与 4 血本 瑟 人 向 二 与 如 果 上 式 右 端的 两 个 极限 
则 称 广义 积分 | AGz)gz 收 化 . 显 见 , 当 此 广义 积分 收 全 时 ,对 


,lim 上, R(z)dzr 也 必 存 在 , 且 两 者 的 值 相等 . 这 个 对 称 极限 的 值 称 为 广义 积分 的 主 值 . 


所 以 广义 积分 收敛 时 ， 它 的 主 值 就 是 它 的 值 . 
・ 166°* 
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(2〆 十 27)(22 十 の ) 


a 


A 


(a>0 ,0) 的 值 < 
[和解 | 这 里 二 4,n 二 2,m 一 n= 二 2, 并 且 实 轴 上 R(z) 没 有 孤立 


| 


ら 


Res| R(z) , ] 一 21(p2 — a) 


所 以 


oa 」 ちら  ] x 
1=2m| grep + Re | -as 


3. 形 如 | R(z)erdz(a>0) 的 积分 当 R(z) 是 + 的 有理 画 


数 而 分 母 的 次 数 至 少 比 分 子 的 次 次 数 高 一 次 , 井 且 RCz) 在 实 轴 上 没 
有 孤立 奇 点 时 ， 积分 是 存在 的 . 
_ 像 2 中 的 处 理 一 样 ,由 于 Mt 一 ?之 1 , 故 对 于 充分 大 的 |z| ,有 


|RRCz) に 
因此 ,在 半径 R 充分 大 的 C。 上 ,有 
| R(z)e”dz | RG) | el e 
< 
一 9 | eRsind アガ ーー 4 Ff e Ren の 7 の < て 4 F e “(2 の z) TO 
Re 


于 是 , 当 R > 十 co 时 ， | Redz-・0. 因此 得 


十 co 
| RCz)erdz=2xi > Res[ RC ee" as |, (5. 3.2) 


@ 可以 正明 , 当 0<b< 于 时 ,sing>> 亿 .这 从 下 图 中 也 可 以 很 清楚 地 看 出 
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或 扩 , 它 在 实 轴 上 . 为 了 使 积分 路 线 不 通过 奇 点 ， 我 们 取 如 图 5.3 所 
| Rr)eosardzt 「 R(x)sinaxrdzx 不 的 路 线 ， li 后 全 不 定理， 有 


R ix 
Cat [Sr [Sr fee 
ry, . — oni Res R(z)e™,Z, - ] | を 十 _p dz 十 c 内 dz 十 ， ー の テ 0 


人 > 计算 T= dx (a>0) 的 值 . ] ィ ーー ち 韻 有 


“a* ー テ er re RE 一 开 
[和解 | 这 里 mn 二 2,n 二 J],m 一 n 二 1. R(z) 在 实 轴 上 无 了 碧 立 奇 | Saz= | 7 dt=— | ー dz. 
点 ， 因而 所 求 的 积分 是 有 在 的 。 Re) ニュ ーッ 在 上 半 平 面 内 有一 角 所 以 
I Rix ーー は iz 3 
极点 az, 故 有 0 和 一 和 dz 十 Cz 二 < 1z=0. 
Lea x りり Ne _ | て |. 4 .5 
| a ed 一 2riRes[ R(z)e™ ,ai| 即 
a —a 
ー2m・ ニ ーーze 2 | az + | Zar [< と ルー0. (5. 3. 3) 
因此 リリ ーー 因此 ,要 算出 所 求 积分 的 值 , 只 需求 出 极限 
| Fa Ee ， jm | dz 与 lim| を ge 
在 上 面 所 提 到 的 2、3 两 种 类 型 的 积分 中 ,都 要 求 被 积 函 数 中 和 全 有 可 下 于 
的 AG) 在 衝 軸 見 孤 立 奇 点 至 于 不 活 必 这 不 系 件 的 积分 应 如 
一 一 一 . et 
向 计算 , 现 举 一 例 如 下 ,以 明 其 梗概 . | Zarl< [la | ea 
计算 积分 
全 sinz ， ーー | we=2 | eRsind 710 


的 值 . 


<2 | Ce RG gb (参看 167 項 的 脚注 ①) 

[ 解 ] 因为 sz 是 偶 函 数 ,所 ー を ロー の の 、。 
以 所 以 

t+ sinx + eo sinx i 

|， 畦 一 一 Cr Z 一 了 > | dr ーー ml —dsz=0. (5.3. 4) 

上 趟 右 计 的 积分 与 何 3 中 所 计算 的 5.3 又 因 
积分 类 似 9 故 可 从 e /> 沿 某 一 条 闭 ei 1 - アー1 ] 
曲线 的 积分 来 计算 上 式 右 端的 积分 . 但 是 ,zx 二 0 是 e*/z 的 一 级 极 ーッ イリ ビー ョ イリ イキ ーー キー モデ 区 を う 。 
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其 中 w(z) 一 ;一 オー デー オ ・ * 在 z 王 0 是 解析 的 , 且 0) デ ム der dz=0, 
因 面 当 |z| 充分 / 時 6 可 使 |z) | 2. 由 于 


即 
の (dz 
' 2 ーー | .+ 之 + | Hz)dz, | "zz+ | eazt | dz=0. 
0 gd O4 gp BO 
充分 小 时 " " 在 O4 上 ,zx 从 0 到 R; 在 AB 
\ 时 ， 上 
县 在 > 上 ,z==Re*,9 从 0 到 地 ;在 BO 上 ,>z 
Leoe|s] alas<2| ds=27r, | a 
| c c c 一 re 和 Sr 从 及 到 0. 因此 ,上 式 成 为 
从 而 有 , - 
1 | ds=0 | 2+ ド 。 Re Tee " Yetidr=0 
im z)dz=0. 
ァ ーー キロ C 或 
因此 得 到 


R . x.(R 3 イイ 2 2 . . 
| (cosz? +isinz?)dz =eF | eT み ー| ecos26 一 が sin Co っ 7 の の. 
0 心 0 


im| ーー i (5. 3. 5) 
0 当 R->co 时 ,上 式 右 端 的 第 一 个 积分 为 


所 以 由 (5. 3.3),(5. 3.4) 与 (5. 3.5) 就 可 求 得 


十 co ci Y を fx テ 
2 | dz 一 而 | 一 “dr= 2 “ei 二 下 テー 
总 


[ng 而 第 二 个 积分 的 绝对 值 


0 z ーー 2 


工 ミエ 工 

4 .p2 ig : 4 RE 4 を pz2 
F eR cos2@—R sn29 Co の 7 の < e RR nl の Ae 9 プ 7 の 

0 り 0 


ーー 7 し  -2 


] ] | (ost risinaD dr = LE EE 


[证 ] 我们 考虑 函数 e” ,因为 这 个 函数 当 x=x 时 ,可 改写 成 
c 共 一 coszz 十 isinz2, 它 的 实 部 与 虚 部 分 别 就 是 我 们 所 求 积分 的 被 令 两 端的 实 部 与 虚 部 分 别 相 等 ,得 
积 函 数 . | eoszidz=| sinz’dz = テ ・ 

取 积分 闭 曲线 为 一 半径 为 R 的 趟 肩 形 的 边界 ,如 图 5.4 所 这 两 个 积分 称 为 非 涅 耳 (FresneD) 积 分 .它们 在 光学 的 研究 中 
示 .由 于 er 在 DD 内 及 其 边界 C 上 解析 ,根据 基本 定理 有 : 很 有 用 . 
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*$4 对 数 留 数 与 辐 角 原理 
在 上 一 节 中 ,我 们 介绍 了 利用 留 数理 论 来 计算 定 积分 . 在 这 


一 节 中 ,我 们 仍 以 留 数理 论 为 依据 来 介绍 对 数 留 数 与 辐 角 原理 , 它 


们 可 帮助 我 们 判断 一 个 方程 f(z)==0 各 个 根 所 在 的 范围 这 对 研 
究 运 动 的 稳定 性 往往 是 有 用 的 . 
1. 対数 留 数 ”我 们 把 具有 下 列 形式 的 积分 : 
1 ff (2) 
2xi J f(z) 


称 为 /(z) 关 于 曲线 C 的 对 数 留 数 . 事实 上 ,对 数 留 数 就 是 函数 


/(z) 的 对 数 的 导数 全 < 加 在 它 位 于 C 内 的 孤立 奇 点 处 的 留 数 的 代 


(>) 
数 和 、 
定理 一 ”如果 /(<) 在 简单 闭 曲线 C 上 解析 且 不 为 零 ,在 C 的 
1 エア (z) 
2m J f(z) 
其 中 ,X 为 了 (2) 在 C 内 零点 的 总 个 数 ,为 (2) 恋 C 内 极点 的 总 
个 数 , 且 C 取 正 向 . 在 计算 零点 与 极点 的 个 数 时 ,m 级 的 零点 或 
[证 ] 设 f(z) 在 C 内 有 一 个 nw 级 的 零点 as, 那 末 在 ai 的 邻 
域 |z 一 a | < て 9 内 ,有 


f(z)= (z—a) "pg(z), 
其 中 wz) 是 这 一 邻 域内 的 一 个 解析 函数 , 且 ao) 天 0, 从 而 在 这 个 
领域 内 内 z) 天 0, 因 为 解析 函数 的 零点 是 孤立 的 . 所 以 
f' (2) nz— a le ag (z) ， 
故 在 0 て | 一 | ご 内 ,有 


f' (z) ーー の (2) 
fl za pz) 
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dz==N—P. (5.4.1) 


由 于 在 |z 一 wj ご 8 内 ,We) 解 析 , 因 面 (x) 也 解析 ,并 且 2 デ 0, 
所 以 纪 全 是 这 一 邻 域内 的 解析 函数 由 上 式 可 知 ,a 中 的 
一 级 极点 且 留 数 为 7 


同样 , 设 f(z) 在 C 内 有 一 个 六 级 的 极点 名 , 那 末 在 久 的 去 心 
令 域 0< | テー | <! 内 ,有 


の ニー な 


其 中 w ぅ ) 基 部 域 | > 一 | て 内 的 一 个 解析 函数 , 且 Yo 天 0, 从 
而 在 这 个 邻 域 内 yg(z) 隆 0. 由 上 式 得 

f(z)=—plz—b) tiglz)t (2—b) A の ' (2). 
故 在 0 二 |z 一 56;| 二 6' 内 ,有 


f' (z) め (>) 
f(z) 一 ー タ fz) 


由 于 在 jz 一 .|< 内,y(z) 解 析 , 因 而 y'(z) 也 解析 ， HH Ce) 0, 
所 以 と で 是 和 一 城内 的 解析 研 数 ・ 直 上 式 知 6 是 画 数 くつ 
的 一 级 极点 且 留 数 为 一 

如果 f(z) 在 C 内 有 /个 级 数 分 别 为 放っ ん 的 零点 i， 
Qa2，"…* a 和 和 mm 个 级 数 分 别 为 Pis Pa "°° » pm 的 极点 6 ,6 ，*… ,bb , 那 


の (を ). 


未 根据 以 上 所 述 和 留 数 定理 ,得 


1 ff'(z), ~ 万 (z) 
my FO ds = DRes| ラン "a | 


+ め Re| TS ) ， 4 |, 


即 な すっ CD nd 十 2) 一 (pi 十 Ps 十 … 十 pw)， 
| 人 


f(z) 
1 ff’' (z) 
或 2 Fz) ヴァ > パー ア . 
[证 毕 ] 
2. 福 角 原理 现在 我 们 来 解释 (5. 4.1) 左 端的 几何 意义 . 为 
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此 ,考虑 变换 w= 了 f(z). 当 z 沿 C 的 正 向 绕 行 一 周 , 对 应 的 双 在 w 
平面 内 就 画 出 一 条 连续 的 封闭 曲线 也 , 它 不 一 定 是 简单 的 , 既 可 以 
按 正 回 绕 原 点 耕 干 圈 , 也 可 以 按 负 向 绕 原 点 若干 圈 . 由 于 f(z) 在 
C 上 不 为 零 , 所 以 卫 不 经 过 原点 ,如 图 5.5( め 所 示 . 


(a) (の 


因为 
dLnf (2) = de 


所 以 


2xi J f(z) 
= 元 [ 当 z 沿 C 的 正 向 绕 行 一 周 Ln/(z) 的 改变 量 ] 


= テー[ 当 z 沿 C 的 正 向 绕 行 一 周 ln|f(z) | 的 改变 量 
十 iArgf(z) 的 改变 量 ]. 

显然 ,由 于 ml げ (z) | 是 单 值 聘 数 ,因此 当 z 从 C 上 某 点 z 出 
发 沿 C 的 正 向 绕 行 一 周 回 到 z。 时 ,ln1f(z) | 的 值 也 回 到 原来 的 值 
In |f(zo)|, 所 以 方 括号 中 的 第 一 项 为 零 . 但 是 方 括 号 中 的 第 二 
项 , 即 iArgf (z) 的 改变 量 , 当 z 从 *。 出 发 沿 C 的 正 向 绕 行 一 周 问 
到 z。 时 ,如 果 z 的 对 应 点 包 =f(z) 从 wo 二 了 (zo) 出 发 沿 不 包含 原 
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点 的 本 绕 行 回 到 wo, 那 末 改 变量 为 零 ;如 果 械 包含 原点 , 那 末 改 
变量 等 于 土 2&rxi, 其 中 为 岂 洛 围绕 原点 的 圈 数 ,而 十 导 取 法 是 
道 时 针 围 绕 时 带 正 号 ,反之 带 人 负 号 (参看 图 5. 6). 


由 此 可 见 , 对 数 留 数 的 几何 意义 是 荆 绕 原点 的 回转 次 数 &, 总 
是 一 个 整数 . 
如 果 把 z 沿 C 的 正 向 绕 行 一 周 ,f(z) 的 辐 角 的 改变 量 记 作 


Ac+ Argf (2), 
那 末 (5. 4.1) 可 以 写成 
| N 一 P 一 元 Ar+Arg/a)， (5. 4. 2) 
_ 当 >) 在 C 内 解析 时 ,P==0, 上 式 成 为 
| N= Aet Argf(z). (5. 4. 3) 
我 们 可 以 用 这 个 公式 来 计算 ftz) 在 C 内 零点 的 个 数 ,这 个 结果 称 


为 辐 角 原理 . 
定理 二 ( 辆 角 原理 ) 如果 /(z) 在 简单 闭 曲线 C 上 与 内角 
析 , 且 在 C 上 不 等 于 零 , 那 末 f(z) 在 C 内 零点 的 个 数 等 于 去 乘 以 
3. 路 西 (Rouche) 定 理 ”利用 这 个 定理 ,我 们 能 对 两 个 函数 的 


零点 的 个 数 进 行 比较 . 
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设 f(z) 和 g(z) 在 简单 闭 曲 线 C 上 和 C 内 解析 , 且 在 C 上 満 
足 条 件 上 gc) |<| (の ⑦|. 这 样 ,在 C 上 |7Cz)|>>0，|.AFGCz) 十 g(z)| 
之 |f(z) | 一 |g(z)| 之 0. 这 就 是 说 ,在 C 上 f(z) 和 jz) 十 g(Cz) 都 
不 等 于 零 . 

设 N 与 和 分别 为 函数 f(z) 与 が (>) 十 g(>) 在 C 的 内 部 的 零 
点 个 数 ,由 于 这 两 个 函数 在 C 的 内 部 解析 ,因此 根据 辐 角 原理 , 依 
公式 (5. 4. 3), 有 


N= Acer Argf (2),N' 一元 AcrArg[/ の 二 g( の ] 
由 于 在 C 上 ,f(z) 不 等 于 零 ,f(z) 十 g(z) 可 以 写成 


g( を ) 
7 の +g の = ア ( の ロー 角 |， 
故 有 ] 

Ac+ Arglf G2) +g (x)]=Ae+ Argf (2) +Act Arg (1+ | 
へ gC) gt コート 、 
今 ゅ =1 十 守っ 那 末 le = ご 1, 奴 w 在 以 1 妨 中 心 的 
单位 圆 内 (图 5.7), 所 以 C 的 象 曲线 卫 不 围绕 原点 ,从 而 有 

。 。 」 gg( を ) 
As Arg| 1+ 信 | 一 0, 故 


图 5.7 


Ac+ Arg[ f (2)+i+g(z) |=ActArgf (2), 


即 パニ". 这 就 是 说 ,f(z) 与 f(z) 十 g(z) 在 C 内 的 零点 的 个 数 
・ 7Z6・ 


相同 . 这 个 结果 称 为 路 西 定理 . 
定理 三 (路 西 定理 设 f(z) 与 &(z) 在 入 音 团 曲 线 C 上 和 C 
内 解析 , 且 在 C 上 满足 条 件 |/(z) | 之 lg(z)|, 那 末 在 C 内 f(x) 与 
例 1 试 证 方程 
do 十 cz” 十 十 as_iz 十 ds 二 0 (ag。 チ 0) 
有 nn 个 根 . 
[证 上】 令 (の =a, gl =a 十 … 十 4 を 十 
那 末 


8g (2) 
f(z) 


az トー… 十 a を 二 a, 
の 0 


ds 


a aa 
取 |z|>>R,R 充分 大 ,可 使 | 得 好 | <1, 即 在 圆 |z| 二 R 上 和 国外 关 
系 式 | げ Ge) | ge) | 成立 显然 ,f(z) 与 g(z) 在 圆 |z|==R 上 与 
圆 内 都 是 解析 的 . 根据 路 西 定理 , f(z) 二 aoxz” 和 f(z) 十 g(z)= 
eee a 十 和 十 ao lz 十 an 在 圆 内 有 相同 个 数 的 零点 . 但 f(z) 
在 圆 内 的 零点 的 个 数 是 ”所 以 f(z) 十 g(z) 在 圆 内 的 零点 的 个 数 
也 是 ヵ . 又 由 于 在 贺 上 和 圆 外 关系 |f(zx) | 之 |g(z) | 成 立 ,因此 在 加 
上 和 圆 外 f(z) 十 g(z)==0 不 能 有 根 ,不 然 , 将 有 |f(z)|= 1g(z)|， 
与 上 迷 美 系 | f(z) | > lg)| 相 矛盾 . 因此 原 方程 有 x 个 根 . 


例 2 求 函数 f(z) 二 一 :二 关于 圆周 |z| = 的 对 数 贸 


1 一 COS27Z 


< 


人 -一 一 十 … 十 ーー 


+ 


|z| 


数 . 
[ 解 ] 今 1 オ マー=0, 得 /(z) 的 两 个 一 级 零点 z 与 一 5 再 令 
g(z) 一 1 一 cos2rzx 一 0, 得 g(z) 的 无 穷 多 个 零点 デー0) 士 1 土 
2,…， 由 于 g' (z) 一 2rxsin2xz,g"(z) 一 4Ccos2rz, 因 此 g (2) 一 0， 
g8" (2) 一 4 天 0, 所 以 这 些 零 点 都 是 二 级 零点 ,从 而 是 f(z) 的 二 级 
在 圆周 |z|=x 的 内 部 有 f(z) 的 两 个 一 级 零点 和 了 七 个 二 级 极 

・ 了 ZZ* 


点 :zo 一 0,zi 一 1],z 一 一 1)z 一 2, zx 一 一 2, xz 一 3, zx 一 一 3, 故 由 对 数 
留 数 公 式 (5. 4. 1) 得 


了 站 万 (z) 
2mz J f(z) 


の > テク 2 クー7 ズ 2 テー12. 


小 结 


1. 解析 函数 的 孤立 奇 点 的 分 类 及 其 在 弧 立 奇 点 邻 域 内 的 性 
太 
设 zo 为 解析 函数 f(z) 的 牟 立 育 点 ,如 果 jx) 在 以 ao 为 中 心 
的 洛 朗 展开 式 ， 
f(z)= クー (z 一 2z0) "十 2 (z— zo)” 
中 不 含 只 含有 限 个 、 合 无 穷 多 个 2 一 的 负 医 项 , 那 末 称 zo 分 别 
为 f(z) 的 可 去 育 点 、 极 点 、 本 性 育 点 。 


zo 为 f(z) 的 可 去 奇 点 .极点 、 本 性 奇 点 的 充 要 条 件 分 别 为 当 


zzo 时 ，f(z) 的 极限 为 有 限 数 、 为 无 穷 大 、 不 存在 , 且 不 为 无 穷 大 . 
如 果 函 数 F(z) 在 无 穷 远 点 一 co 的 去 心 邻 域 が ご |> です 
内 解析 , 那 末 称 zx 一 co 为 げ (>) 的 孤立 奇 点 ， 


我 们 规定 f(x) 在 < 一 co 处 的 性 态 就 是 /| 十 | 在 + 一 0 处 的 性 


态 . 所以, 如果 zt 一 0 为 | 的 可 去 奇 点 \ 极 点 \ 本 性 奇 点 , 那 末 
一 co 为 f(z) 的 可 去 奇 点 、 极 点 、 本 性 月 点 ，. 

z 一 co 为 jz) 的 可 去 奇 点 、 极 点 \ 本 性 奇 点 的 充 要 条 件 分 别 为 
当 z->oo 时 ,了 f(z) 的 极限 为 有 限 数 、 为 无 穷 大 、 不 存在 , 且 不 为 无 究 
大 . 

2. 零点 与 极点 

不 恒 等 于 零 的 解析 函数 f(z), 如 果 能 表示 成 

=<— 2 ge) 
其 中 @z) 在 *。 解析 , 且 (zo) 子 0,m 为 正 整 数 , 那 末 zo 称 为 f(z) 
*・ 178・ 


的 m 级 零点 .zo 为 f(z) 的 m 级 蜂 点 的 充 要 条 件 是 
(zzo) 一 0 (2 一 1 2 和 7 一 1) 大” (zo) 天 0. 
不 恒 等 于 零 的 解析 函数 的 零点 是 孤立 的 . 
如 果 函 数 f(z) 可 表示 成 


f(z)= sg そう 


< 


其 中 g(z) 在 zo 解析 , 且 g(zo) 天 0, 那 末 zo 称 为 jx) 的 和 2 级 极点 . 

如 果 x%。 是 f(z) 的 加 级 零点 , 那 末 z。 是 天 的 加 级 极点 . 反 
之 亦 然 . 

3. 留 数 

(1) 留 数 定 义 ” 设 纪 为 f(z) 的 孤立 奇 点 , 那 示 f(z) 在 zz 的 
留 数 ] 


Res[ f(z) ,zo |=c.1 一 元 (の ds 


其 中 C 为 去 心 邻 域 0 二 |z 一 2 < 内 的 任意 一 条 正 向 简单 闭 曲 
线 . 
如果 zx 一 co 为 f(z) 的 孤立 奇 MM f(z) 在 z=00 的 留 数 
ResL f(z) ,j= 37 i de 


其 中 C 为 R<|z| 一 十 co 内 绕 原点 的 任意 一 条 正 向 简单 闭 曲 线 

(2) 留 数 定理 设 函 数 jx) 在 区 域 九 内 除 有 限 个 孤立 奇 点 
を oo を 外 处 处 解析 ， C 为 卫 内 包围 请 责 点 的 一 条 正 向 简单 闭 
曲线 , 那 末 


和 ec- 2 2 Res[ f(z) ,zi 


这 个 定理 把 求 沿 封闭 曲线 C 的 积分 ,转化 为 求 被 积 函数 在 C 
中 的 各 孤 立 奇 点 邊 的 留 数 ・ 
细 察 定理 的 证 明 ， 不 难看 出 其 关键 是 应 用 了 复合 闭路 定理 . 
从 这 个 意义 上 说 , 留 数 定理 是 基本 定理 的 推广 ,事实 上 , 柯 西 积分 
。 179・ 


公式 和 高 阶 导数 公式 都 能 比较 容易 地 从 它 推 出 . 
从 闭路 变形 原理 直观 地 来 看 定理 的 正确 性 ,也 是 很 明显 的 ,如 
图 5.8 所 示 ・ 


CD 
a 
つの © 


图 5. 8 


(3) 留 数 的 计算 

一 最 说 来 ,计算 留 数 只 须 求 出 洛 朗 展开 式 中 负 宕 项 c. 1(z 一 
zo)-! 的 系数 c_1 就 可 以 了 ,这 是 一 个 基本 方法 . 这 个 方法 有 时 不 
很 方便 ,因为 洛 朗 级 数 可 能 不 容易 求 出 或 太 繁复 . 但 是 如 果 能 知 
道奇 点 的 类 型 , 那 末 对 求 留 数 有 一 定 的 帮助 . 例如 当 zo 为 A(z) 的 
可 去 奇 点 时 , 那 末 Res[f(z),z0j 一 0 了 当 zo 为 A(z) 的 本 性 奇 点 
时 , 那 末 除 了 把 f(z) 展 开 成 洛 朗 级 数 来 求 外 ,几乎 没有 什么 简捷 
的 方法 . 当 ww 为 f(z) 的 极点 时 ,当然 也 可 将 f(z) 展 开 成 洛 朗 级 
数 来 求 , 但 我 们 还 有 几 个 求 极点 处 留 数 的 规则 可 以 利用 . 

规则 I 如 果 zz 为 f(z) 的 一 级 极点 , 那 末 

Res| f(z) yo」 王 Imm (一 so) 了 (を ). 


规则 五 ”如 果 zo 为 f(z) 的 m 9 点 ， 那 末 


Res[ げ as] ニー ンー TIm ちっ ET)" f(z)]. 


@” 当 无 穷 远 点 o2 为 蛆 数 f(z) 的 可 去 奇 点 时 , 留 数 可 以 不 等 于 零 . 例如 ,无 穷 远 
点 ce 为 f(z)==1 十 过 的 可 去 奇 点 < 但 因 ce- ュ 2 所 以 Res[ (を ) , oo |= 一 人 
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应 当 指 出 ,在 应 用 这 个 公式 时 ,为 了 计算 方便 ,不 要 将 m 取得 
比 实际 的 级 数 离 ,但 把 m 取得 比 实际 的 级 数 高 而 使 计算 方便 的 
情形 也 是 有 的 .例如 ， 求 Res| -一 So ,0 | 由 于 1 一 cosz 一 2sin? 。 
所 以 = 一 0 是 1 一 cosz 的 二 级 零点 ,从 而 < 一 0 是 Sos 的 三 级 极 
点 . 如果 用 规则 互 计算 , 那 末 


一 Sosz 1 a* 
Res| 一 0 |= Pb 22 之 
要 求 -一 So 到 的 二 阶 导 数 ,还 是 有 一 定 的 计算 工作 量 . 如 果 我 们 把 
m 取 5， 那 末 


ーー COS と を 


9 


Res = ,0 | = zrlim (1 一 cosx) 二 让 lim( 一 cosz) 一 一 
计算 就 比较 简单 些 ， 用 洛 朗 展开 式 直接 求 -1 也 比较 方便 ， 


1 一 cosz _ 1 TT, 1 32」1 4 ll ,1 1 1」 
5 = ロー Tz 十 を | に ぇ 3 41 过 十 ’ 


1 
24° 


故 c= 一 小 二 一 小， 


规则 下 ” 设 zw 为 Ca 一 可 is 的 一 级 极点 , 那 末 


P(z) 网 |= (>。) 
Q(z) - CQ (zo) 


规则 WRes[f(z) ,00] 一 一 Res[ 7| | ・ さ 9 | 

下 列 定理 为 计算 无 穷 远 点 处 的 留 数 提供 了 另 一 途径 ， 

定理 ”如果 函数 /(z) 在 扩充 揽 平面 上 除 孤 立 奇 点 ma (kt 一 1， 
2，… sn) 与 oo 外 ,处 处 解析 , 那 末 


Res[ f(z) ,co ] 十 Res[7 の ) > | 二 0. 


利用 这 个 定理 ,可 以 通过 计算 各 有 限 远 奇 点 处 的 留 数 来 得 出 

在 co 点 处 的 留 数 , 也 可 以 反 过 来 用 .特别 是 后 一 种 用 法 ,在 利用 贸 

数 定理 来 计算 有 些 沿 封闭 曲线 的 积分 时 ,显得 非常 有 效 . 例如 积 
* 181・ 


Res Bs 


分 


et 


リー リサ ET 
由 于 被 积 函数 F(z) 的 5 个 极点 都 在 |z| 一 3 内 ,而 且 级 数 都 较 高 ， 
费 计 算 这 5 个 极点 处 的 留 数 ,无 疑 是 十 分 麻烦 的 . 但 在 扩充 复 平 
面 上 f(z) 只 有 这 5 个 有 限 远 极点 . 因而 根据 上 述 定 理 , 有 
= 一 2xiRes[L f(z),o0| 
之 ]7 + 1 信 (+ 


3 
< | [+ 
Sr. 
と 


很 明显 ,二 的 系数 为 1, 从 而 Res[ げ (z) oo j= 一 1, 所 以 7ー ク zz. 

4. 留 数 的 应 用 

关于 留 数 的 应 用 我 们 介绍 了 :(1) 复 变 函 数 沿 封闭 路 线 的 积 
分 (の dz 的 计算 法 ;2) 三 种 不 同类 型 的 积分 ， 


而 f(z)= 


4 


ニー ユエ 
を 


-| R(sinO ,cos0)d0; 2° | fodz; 3 R(x)e”dx 
的 计算 法 ,其 中 2",3" 两 种 类 型 积分 计算 法 的 一 个 共同 思路 ,概括 
地 说 ,是 把 所 求 的 积分 化 为 一 个 复 变 函数 沿 某 条 封闭 路 线 的 积 
分 .但 按 定义 求 无 穿 限 广义 积分 是 先 沿 有 限 区 间 进 行 积 分 ,然后 
取 极 限 来 得 出 的 ,所 以 就 要 设法 使 沿 区 间 的 积分 化 为 沿 封 闭路 线 
的 积分 . 这 里 要 做 两 件 事 ,一 是 先 找 一 个 与 所 求 积分 的 被 积 函 数 
f(x) 密切 相关 的 复 变 函 数 F(z) ,使 得 当 z 在 实 轴 上 的 区 间 内 变动 
时 ,所 (z) 就 是 A(z), 或 F(z) 的 实 部 与 虚 部 中 的 一 个 就 是 f(z). 其 
次 ,为 了 利用 留 数 定理 ,我 们 再 找 一 条 连接 区 间 两 端的 按 段 光滑 曲 
” 线 , 使 与 区 间 一 起 构成 一 条 封闭 曲线 . 这 条 封闭 曲线 围 成 一 个 区 
域 DD, 如 图 5.9 所 示 ， 人 
个 孤立 奇 点 外 处 处 解析 . 根据 留 数 定理 ， 和 

・782・ 


| F(z)dz+ | F(z)dz= 2z/ 2 ResLF Cx) ,Ze |. 


如 果 我 们 能 将 lim Eee 求 


6 二 6 


出 , 那 来 就 能 求 得 lim | F(x)dz， 


br 十 oo 


即 | (x) ツ dz. 

以 上 这 种 方法 ,通常 称 为 围 首 
积分 法 , 它 的 困难 之 处 在 于 找 出 合 1 
适 的 函数 F(z) 和 找 出 适当 的 曲线 
来 连接 区 间 的 两 端 ,从 而 构成 一 条 封闭 的 积分 路 线 . 因此 ,国道 积 
分 法 有 较 大 的 局 限 性 . 


第 五 章 习 题 
1. 下 列 函 数 有 些 什么 奇 点 ?如 果 是 极点 ,指出 它 的 级 : 
1 
1) Zi 2) 3) pr 
ln(Cz 十 1) 1 
1) 5) Te Co 0) sis 
7) ラー ナーー。 8) (为 正 整数 );。 9 し 
(デー 1 ) ”" 并 十 如 Sinz2 


2. 求证 ;如果 zo 是 f(z) 的 mm 之 1) 级 零点 , 那 未 zo 是 f' (2) 的 mw 一 1 级 


3. 验证 := 至 是 chz 的 一 级 零点 . 
4. zx 一 0 是 函数 (sinz 十 shz 一 2z)-:? 的 凡 级 极点 ? 
5. 如 果 f(z) 和 和 g(z) 是 以 zo 为 零点 的 两 个 不 恒 等 于 零 的 解析 函数 , 那 末 
lm うー Im と) (或 两 训 均 为 co) 
6. 设 晒 数 >) ある) 分 別 以 z=a 为 m 级 与 级 极点 (或 零点 ), 那 末 下 
列 三條 画数 : 


(z) 
1) ez) み >) 2) ey 3) oz) 十 gz) 
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在 z==a 处 各 有 什么 性 质 ? 
7. 函数 f(z) 二 cj; 在 x 一 1 处 有 一 个 二 级 极点 ;这 个 函数 又 有 下 列 


洛 朗 展开 式 : 


1 1 0 』】 「 
を (一 1)2 ty Cy C1) = 


所 以 “z 一 1 又 是 f(z) 的 本 福 奇 点 ”; 又 其 中 不 含 (z 一 1)” ' 笑 ,因此 Res[ f (z)， 
1] 一 0. 这 些 说 法 对 吗 ? 
8. 求 下 列 各 函数 f(z) 在 有 限 奇 点 处 的 留 数 : 


= |z 一 11>1, 


シテ ) —e” + “之 
1 ) ラー 3) Cr DE “os 
、 。 1 1 gh 
5) cos 2 a sin 一 7) ーー 8) he 


9. 计算 下 列 各 积分 (利用 A ; 贺 周 均 取 正 向 ); 


1) ee UA 一 yidx; 3) 9 ] 一 cosz yz( 其 中 因为 整 


ー テ js|= 信 
2 


MO DG thadss 5) reredss めす Gey 


lzー21=1 lel=3 


(其 中 必 为 正 整 数 , 且 |a| 关 1, |6「 務 1 lal 达 151).[ 提 示 : 试 就 lal,15| 与 1 的 
大 小 关系 分 别 进行 讨论 . ] 


10. 判定 = 一 co 是 下 列 各 函数 的 什么 奇 点 ? 并 求 出 在 oo 的 留 数 ， 
1) es 2) cosz—sinz; 3) = で 

11. 求 Res[f(z) ,oo] 的 值 ,如 果 

D = 2) f(z)= 

12. 计算 下 列 各 积分 ,C 为 正 向 圆周 ， 


dz, C: |z|=3; 


1 
ぇ ( ヶ 十 1)*(z 一 4) 


1) 和 于 
(好 十 1 和 (2 十 2 
D4 etde, C:|z| 一 2; 
1 十 ヶ 
3) も て (n 为 一 正 整 数 )，C:|z| 王 r 一 1 
C 


fx 1 
-~ 5 Taomod 


. 184・ 


2* sin の 
2) | os (a>b~>0); 


+s 1 7 十 mm 
の で: 昌 4 | TH 


~” COS 了 Trsinz 
| ズー ry per yy TE 
14. 试用 图 5.10 中 的 积分 路 线 , 求 例 4 中 的 积分 : 
| to sinz dr 
0 で 


第 14 题 图 


*15. 利用 公式 (5. 4.1) 计 算 下 列 积分 : 
1) dz 
» 


[zl 一 3 


1 


3) 4 tg の ヴァ) 


|z|=3 


1 
りす sri 
“16. 设 C 为 区 域 DD 内 的 一 条 正 向 简单 闭 曲 线 ,zo 为 C 内 一 点 .如果 
f(z) 在 DD 内 解析 ,上 且 f(z6)==0, (zo) 关 0. 在 C 内 f(x) 无 其 他 零点 ， 试 证 : 
] zf' (と ) 
于 和 f(z) dz= zo 
“17. 设 g(z) 在 C:|z| 二 1 上 及 其 内 部 解析 ， 時 邊 で 上 (21 で ト 证 明 
在 C 内 只 1 有 一 个 点 z 使 CCzo) 一 zo- 
“18. 证 明 : 当 |a| 之 e 时 ,方程 e 一 az"==0 在 单位 圆 |z| 二 1 内 有 个 根 . 
19. 证 明 方程 z' 一 2 十 12 二 0 的 根 都 在 加 环 域 ts<SlzlSS2 内 . 
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第 六 章 共 形 映 射 

从 第 二 章 起 ,我 们 通过 导数 、 积 分 、 级 数 等 概念 以 及 它们 的 性 
质 与 运算 着 重 讨论 了 解析 函数 的 性 质 和 应 用 . 在 这 一 章 中 ,我 们 将 
从 几何 的 角度 来 对 解析 函数 的 性 质 和 应 用 进行 讨论 . 

在 本 书 一 开始 ,我 们 已 经 讲 过 函数 ww 二 f(z) 在 几何 上 可 以 看 
做 把 = 平面 上 的 一 介 点 集 C( 定 叉 集合 ) 変 到 w 平面 上 的 一 介 点 集 
G* (函数 值 集合 ) 的 映射 (或 变换 ). 对 解析 函数 来 说 , 它 所 构成 的 
映射 我 们 还 必须 作 一 些 具体 的 研究 ,因为 这 种 映射 在 实际 问题 中 ， 
例如 流体 力学 、 电 学 中 都 有 重要 的 应 用 . 

本 章 中 我 们 先 分 析 解 析 函 数 所 构成 的 映射 的 特性 ,引出 共 形 
映射 这 一 重要 概念 . 共 形 映射 之 所 以 重要 ,原因 在 于 它 能 把 在 比较 
复杂 区 域 上 所 讨论 的 问题 转 到 在 比较 简单 区 域 上 去 讨论 ;然后 进 
一 步 研究 分 式 线性 函数 和 几 个 初等 函数 所 构成 的 共 形 映射 的 性 
质 . 最 后 简要 介绍 施 瓦 效 - 克 里 斯 托 费 尔 映射 及 拉 普 拉 斯 方程 的 边 
值 问题 , 供 有 关 专 业 选 用 ， 


S1 共 形 映 射 的 概念 


我 们 已 经 知道 ,z 平面 内 的 一 条 有 向 连续 曲线 C 可 用 
z=z(t) eS だ 
表示 , 它 的 正 向 取 为 上 增 大 时 点 z 移动 的 方向 ,z(2) 为 一 连续 函数 . 


zo 以 下 不 一 一 说 明 ) 与 C 相 切 于 点 z 一 z(to)( 图 6.1). ] 
事实 上 ,如 果 我 们 规定 :通过 C 上 两 点 Po 与 尸 的 割 线 PoP 的 
正 向 对 应 于 参数 上 增 大 的 方向 , 那 末 这 个 方 同 与 表示 
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z(to At)— z(t,) 
Ar 


的 同 量 的 方向 相间 ,这 里 ,z(to 十 A2) 与 zx(to) 分 别 为 点 乙 与 Po 所 对 
应 的 复数 (图 6.1). 我 们 知道 , 当 点 书 沿 C 无 限 趋向 于 点 ア 。 時 , 制 
线 PoP 的 极限 位 置 就 是 C 上 P。 处 的 切线 . 因此 ,表示 

) ,Z(to 二 Af)—z(to 

を (Go) = lim tt) 
的 向 量 与 C 相 切 于 点 zo 一 z(to), 且 方向 与 C 的 正 向 一 致 . 如果 我 
们 规定 这 个 向量 的 方向 作为 C 上 点 z 处 的 切线 的 正 向 , 那 示 我 们 
有 
夹 角 ; | 

2) 相交 于 一 点 的 两 条 曲线 C， 

在 交点 处 的 两 条 切线 正 向 之 间 的 夹 
角 . 


下 面 , 我 们 将 应 用 上 述 的 论断 
和 规定 来 讨论 解析 函数 的 导数 的 几 6.1 
何 意义 ,并 由 此 引出 共 形 映射 这 一 

1. 解析 函数 的 导数 的 几何 意义 ” 设 函 数 忆 二 f(z) 在 区 域 DD 
内 解析 ,z。 妨 の 内 的 一 点 , 且 アア (z。)0. 又 和 遂 C 为 > 平面 内 通过 
点 z 的 一 条 有 向 光滑 曲线 (图 6. 2(4)), 它 的 参数 方程 是 : 

一 ZL) ) CS た SS の 。 
它 的 正 向 相应 于 参数 上 増大 的 方 向 , 且 sz(。),(。) 攻 0e ご ん 
过 0. 这样 ,映射 w= 二 f(z) 就 将 曲线 C 上 映射 成 ww 平面 内 通过 点 z。 
的 对 应 点 wo 一 了 (zo) 的 一 条 有 向 光滑 曲线 工 ( 图 6.2(5)), 它 的 参 
数 方 程 是 
*・ 7 の Z* 


のり (6) 


w= fiz(t) | ,ot , 
正 向 相应 于 参数 : 増大 的 方 向 
根据 复合 函数 求 导 法 ,有 
w (to = Ff (zo)z (t) 天 0， 
因此 ,由 前 面 的 论断 1) 得 知 ,在 下 上 点 ww 处 也 有 切线 存在 , 且 切 
线 的 正 向 与 4 轴 正 向 之 间 的 夹 角 是 
Argw’ (to) = Argf (zo) 二 Argz (to). 
这 个 式 子 也 可 以 写成 
Argw' (10)— Argz (to) = Argf’ (zo). (6.1.1) 
如 果 我 们 假定 图 6. 2 中 的 xz 轴 与 x 轴 、y 轴 与 v 轴 的 正 问 相 
同 ,而 且 将 原来 的 切线 的 正 向 与 映射 过 后 的 切线 的 正 向 之 间 的 来 
角 理 解 为 曲线 C 经 过 w= f(z) 映 射 后 在 z 处 的 转动 角 , 那 末 
(6. 1.1) 式 表明 : | 
1) 時 数 (Cc) 六角 Ag (0 是 册 线 C 经 过 区 二 /人 
映射 后 在 zo 处 的 转动 角 ; ] 
2) 转动 角 的 大 小 与 方向 跟 曲 线 C 的 形状 与 方向 无 关 . 所 以 这 
种 映射 具有 转动 角 的 不 变性 : 
现在 假设 曲线 C, 与 C; 相交 于 点 zo, 它 们 的 参数 方程 分 别 是 z 
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二 z(t) 与 xz 二 z(t),aStB; 并 有 mo 一 zt) 一 Co) zi る) 区 0 
2 人 io) 天 0a<t<pa<to<p. 又 设 映 射 z=7z) 将 Ci 与 C。 分 
别 映 射 为 相交 于 点 wo 二 f(z) 的 曲线 T 及 号 ,它们 的 参数 方程 分 
列 是 w=w (の 王 w 三 wwz( の esSzSS8. 由 (6.1.1) 式 ,有 
Argoi (£0) 一 Argzi(to) = Argw: (to) — Argz, (fo) , 
即 Argres (to)— Argw (to) = Argz to) — Argz (to). 
(6.1.2) 
上 式 两 端 分 别 是 六 与 书 以 及 Ci 与 Cs 之 间 的 夹 角 ,因此 ， 
(6.1.2) 表 明 : 
相交 于 点 zo 的 任何 两 条 曲线 Ci 与 Cs 之 间 的 夹 角 ,在 其 大 小 
和 方向 上 都 等 同 于 经 过 w= 二 了 f(z) 映射 后 跟 C, 与 C。 对 应 的 曲线 并 
与 也 之 间 的 夹 角 (图 6.3). 所 以 这 种 映射 具有 保持 两 曲线 间 夹 角 ー 
的 大 小 与 方向 不 变 的 性 质 . 这 种 性 质 称 为 保 角 性 . 


我 们 再 来 解释 函数 f(z) 在 zs 的 导数 的 模 |/' (zo) | 的 几何 意 
义 . 设 z 一 20 二 re” ,tw 一 wo 二 pe*, 且 用 As 表示 C 上 的 点 z 与 z 之 间 
的 一 段 弧 长 ,Ac 表示 不 上 的 对 应 点 wo 与 包 之 间 的 弧 长 (图 6. 2). 
由 
ww 了 ( タ うう 一 プア (zo) pe” Ag 0 As re 
之 一 0 ター る 。 ye9 As Ao > 
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得 ] |f' (20) | lm (6.1.3) 


(注意 im た ー1tm デ ー1 这 个 极限 值 称 为 曲线 C 在 x 的 伸缩 
率 . 因此 (6. 1. 3) 表 明 : 

| P (zo) | 是 经 过 映射 ww 二 f(z) 后 通过 点 z 的 任何 曲线 C 在 x 
的 伸缩 率 , 它 与 曲线 C 的 形状 及 方向 无 关 . 所 以 这 种 映射 又 具有 
伸缩 率 的 不 变性 . 

综 上 所 述 ,我 们 有 下 面 的 定理 ; 

定理 一 ” 设 函 数 w 三 /(z) 在 区 域内 解析 ,z% 为 忆 内 由 一 
点 , 且 (zo) 关 0, 那 末 映 射 w= 二 f(z) 在 zo 具有 两 个 性 质 : 

1) 保 角 性 . 即 通过 x。 的 两 条 曲线 间 的 夹 角 跟 经 过 映射 后 所 得 
两 曲线 间 的 夹 角 在 大 小 和 方向 上 保持 不 变 . 

2) 伸缩 率 的 不 变性 . 即 通 过 z 的 任何 一 条 曲线 的 伸缩 率 均 为 
[了 (zo) 而 与 其 形状 和 方向 无 关 . 

2. 共 形 映射 的 概念 

定义 设 函 数 w 王 /(z) 在 局 的 邻 域内 是 一 -的 ,在 z% 具 有 你 
角 性 和 伸缩 率 的 不 变性 , 那 末 称 映 射 三/(z) 在 z% 是 共 形 的 ,或 
称 ゅ ニア で ) 在 x 是 共 形 映射 . 如果 映 射 ゅ テア (⑤@) 在 り 内 的 毎 一 氷 
都 大 共 形 的 , 那 末 称 w=/(» 基 区 域 内 的 共 形 映 身 . 

根据 以 上 所 论 以 及 定理 一 和 定义 ,我 们 有 

定理 二 如果 画数 w= ア (る ) 在 ss 解析 , 且 (ss) 友 0 那 未 映 
射 wー ア (る ) 在 x 是 共 形 的 ,而 且 Argj Cee) 表 示 送 備 映 射 在 x 的 
转动 角 , | 了 (zo) | 表示 伸缩 率 . | 

如 果 解 析 函 数 史 三 f(z) 在 DD 内 处 处 及 (2) 取 0, 那 末 映 峰 w 
二 f(z) 是 DD 内 的 共 形 映射 . 

下 面 我 们 来 闹 释 定理 一 的 几何 意义 . 设 函 数 w=f(z) 在 DD 内 
解析 ,zo,ED,wo 二 f(zo), 广 (wo) 闫 0. 在 DD 内 作 一 以 s。 为 其 一 个 顶 
点 的 小 三 角形 ,在 映射 下 ,得 到 一 个 以 wo 为 其 一 个 顶点 的 小 曲 边 
三 角形 . 定理 一 告诉 我 们 ,这 两 个 小 三 角形 的 对 应 角 相 等 ,对 应 边 
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长 度 之 比 近 似 地 等 于 | (eo) | ,所 以 这 两 个 小 三 角形 近似 地 相似 . 
又 , 因 伸 缩 率 | (Cz) | 是 比 値 ピ タッ ー パ eo)| le 一 w| 
| 什 テー | 的 概 


|z 一 zo | - る 


限 , 所 以 /' Ge。) 1 可 近似 地 用 以 表示 | 中 一 1 ,由 此 可 以 看 出 映射 


|z— zo| 

w 二 f(z) 也 将 很 小 的 圆 |z 一 z|=6 近似 地 映射 成 圆 | 一 w | = 
Ff Ceo) |8. | 

上 述 的 这 些 几 何 意义 是 我 们 把 解析 函数 w=f(z) 当 zED, 
f(z) 关 0 时 所 构成 的 上 映射 称 为 共 形 映射 的 原由 . 

以 上 所 定义 的 共 形 映射 ,不 仅 要 
求 映 射 保持 曲线 间 夹 角 的 大 小 不 变 ， 
面 且 方 向 也 不変 . 如果 映 射 w= 了 (z) 
具有 伸缩 率 的 不 变性 ,但 仅 保持 夹 角 
的 绝对 值 不 变 而 方向 相反 , 那 末 称 这 
映射 为 第 二 类 共 形 映射 . 从 而 相对 地 
称 前 述 的 共 形 映射 为 第 一 类 共 形 映 
射 . 

例如 ,在 第 一 章 $ 5 中 已 经 讲 过 ， 
沙 数 ww 二 =z 是 关于 实 轴 的 对 称 映 射 
(图 6. 4). 在 图 中 我 们 把 z 平 面 与 ww 
平面 重合 在 一 起 ,映射 把 点 = 映射 成 
关于 实 轴 对 称 的 点 w= 二 z. 从 z 出 发 夹 角 为 a 的 两 条 曲线 C， 与 CC 
被 映射 成 夹 角 为 一 a 的 两 条 曲线 卫 与 也. 


3 2 分 式 线性 映射 


分 式 线性 映射 是 共 形 映射 中 比较 简单 的 但 又 很 重要 的 一 类 映 
射 , 它 是 由 ] | 


g ヶ 十 め 
ウデ ーー ブフ (ad 一 pc 尖 0) (6.2.1) 


来 定义 的 ,其 中 a,b,c,d 均 为 常数 . 
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为 了 保证 映射 的 保 角 性 ,ad 一 & 天 0 的 限制 是 必要 的 . 否则 由 
于 
dw ad 一 pc 


dz (cz+d)’’ 

将 有 2 一 0, 这 时 w 王 常数 , 它 将 整个 = 平面 映射 成 w 平面 上 的 一 
占 . 

分 式 线性 映射 又 称 双 线 性 映射 , 它 是 德国 数学 家 默 比 乌 斯 
(M6bius 1790 一 1868) 首 先 研究 的 ,所 以 也 称 默 比 乌 斯 映射 ， 

用 cz 十 4 乘 (6.2.1) 的 两 边 , 得 

cwz+dw—az—b=0. 

对 每 一 个 固定 的 w, 上 式 关于 z 是 线性 的 ,而 对 每 一 个 固定 的 >, 它 
关于 ww 也 是 线性 的 . 因此 ,我 们 称 上 式 是 双 线 性 的 . 这 是 所 以 我 们 
也 称 分 式 线性 映射 (6. 2. 1) 为 双 线 性 映射 的 原因 . 

由 (6. 2. 1) 可 得 z 的 w 表达 式 , 即 道上 映射 ; 


ーー ンー (一 の (一 の ーg デ 0. 


所 以 分 式 线性 映射 的 逆 映 射 也 是 一 个 分 式 线 性 映射 . 

容易 知道 ,两 个 分 式 线性 映射 的 复合 , 仍 是 一 个 分 式 线性 映 
射 . 例如 

w= (の ー の デ 0 t= (a — EY #0), 
把 后 一 式 代 入 前 一 式 , 得 


式 中 ad 一 ー 三 (99 一 2 の)(Z の 9 一 ピア ) う デ 0- 
我 们 也 可 以 把 一 个 一 般 形式 的 分 式 线性 映射 分 解 成 一 些 简单 


映射 的 复合 . 设 


用 除法 可 以 把 它 化 为 
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ad 1 


ーー | 一 A 


人 も = を 十 め ち ー デ ・ 那 末 
の デ Als 十 B,(4,B 为 常数 ) 

由 此 可 见 , 一 个 一 般 形式 的 分 式 线性 映射 是 由 下 列 三 种 特 ’ 
复合 而 成 0 

iD w=z+b, ID w=ar; ii) w= 二 | 

现在 来 讨论 这 三 种 映射 ,为 了 方便 ,我 们 暂且 将 zw 平面 看 成 
是 与 > 平面 重合 的 . 

1) w=< 二 と. 这 是 一 个 平移 映射 . 因为 复数 相 加 可 以 化 为 向 量 
相 加 ,所 以 在 映射 w=z 二 6 之 下 ,z 沿 向 量 6( 即 复数 5 所 表示 的 向 
量 ) 的 方向 平行 移动 一 段 距离 15| 后 ,就 得 到 w( 图 6. 5). 


| 


(2)= (ww) 


ii) w=az,a0. 这 是 一 个 旋转 与 伸 长 (或 缩短 ) 映 射 .事实 上 ， 
设 z 二 re” ,a 二 Ae”, 那 末 ww 一 me ,因此 ,把 > 先 转 一 个 角度 a, 再 
将 |z| 伸 长 (或 缩短 ) 到 |a| = 售后 ,就 得 到 w( 图 6. 6). 


证 ) ニー. 这 个 映射 可 以 分 解 为 


1 ーー 
て ワウ ーーーー タイ ディ の 」 。 
之 
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为 了 要 用 几何 方法 从 = 作出 w, 我 们 来 研究 所 谓 关 于 一 已 知 
圆周 的 一 对 对 称 点 . 设 C 为 以 原点 为 中 心 ,r 为 半径 的 圆周 . 在 以 
圆心 为 起 点 的 一 条 半 直 线 上 ,如 果 有 两 点 已 与 已 满足 关系 式 

OP . OP'=r’, 

那么 我 们 就 称 这 两 点 为 关于 这 圆周 的 对 称 点 . 

设 忆 在 C 外 ,从 书 作 圆周 C 的 切线 PT, 由 工作 OP 的 垂直 线 
TP' ,与 OP 交 于 P', 那 末 P 与 P' 即 互 为 对 称 点 (图 6.7)- 
事实 上 ,AOPTcAOTP. 因 此 ,OP : OT =OT : OP. 即 
OP . OP' =OT’ ニア. 

我 们 规定 ， 无 穷 远 点 的 对 称 点 是 圆心 O. 


如 果 设 = ro", 那 末 wu ニニ 
Iwi| |z| 二 1. 由 此 可 知 ,z 与 wi 是 关于 单位 圆周 |z =1 的 对 称 点 ， 
ww 与 也是 关于 实 轴 的 对 称 点 . 因此 ,要 从 z 作出 w= 二 ,应 先 作出 

点 z 关于 圆周 |z| = 二 1 对 称 的 点 wi, 然 后 再 作出 点 w 关于 实 轴 对 


称 的 点 , 即 得 w( 图 6. 8). 

分 式 线性 映射 的 性 质 ” 以 上 我 们 讨论 了 如 何 从 z 作出 映射 
ij) ,ii ,让 ?的 对 应 点 w. 下 面 先 就 这 三 种 映射 讨论 它们 的 性 质 , 从 而 
得 出 一 般 分 式 线性 映射 的 性 质 . 
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1. 保 角 性 

首先 讨论 映射 ii) w= 二 ,根据 第 一 章 $ 2 第 2 段 规定 的 关于 
-的 四 则 运算 知 ,这 个 映射 将 = oo 映射 成 w=0, 也 就 是 说 , 当 z 
==oo 时 ,w=0. 如果 把 w== 志 改写 成 < 一, 可 知 当 =co 時 >= 
0. 由 此 可 见 ,在 扩充 复 平面 上 映射 这) 是 一 一 对 应 的 . 由 于 当 |z| 一 
1 時 lw 一 1 < >1 時 | <1j | テ 1 时， |w|=1;argz=0 时 ， 
argw 一 一 0, 因 此 ,映射 zw 一 二 通常 称 为 反 演 变换 . 又 因为 
1 1 


os 
< 


当 z 关 0,z 关 oo 时 ,w' 关 0, 所 以 除去 z=0 与 z=o, 映 射 w= 一 大 
共 形 的 . 至 于 在 * 一 0 与 x 二 oo 处 是 否 共 形 的 问题 ,就 关系 到 我 们 
如 何 理解 两 条 曲线 在 无 穷 远 点 oo 处 夹 角 的 涵义 问题 . 如 果 我 们 规 
定 :两 条 伸 向 无 穷 远 的 曲线 在 无 穷 远 点 oo 处 的 夹 角 ,等 于 它们 在 映 
射 5 一 过 下 所 映 成 的 通过 原点 5 一 0 的 两 条 象 曲线 的 夹 角 , 那 末 映 


射 や ニー ニー と 在 と 0 处 解析 ,上 且 w (多 | 一 1 天 0, 所 以 映射 ww 一 
在 5 一 0 处 , 即 映 射 w 一 过 在 = 一 co 处 是 共 形 的 . 再 由 一 二 知 在 w 
一 c 处 映射 一 地 是 共 形 的 ,也 就 是 说 在 <=0 处 映射 w 一 土 是 共 
形 的 . 所 以 映射 w= 二 在 扩充 复 平面 上 是 处 处 共 形 的 ,为 一 共 形 映 


射 . 

其 次 ,我们 对 让 与 让 的 复合 映射 记 =ax 十 5(a 天 0) 进 行 讨 论 ，. 
显然 ,这 个 映射 在 扩充 复 平 面 上 是 一 一 对 应 的 . 又 因为 w= (ez 十 
の "ge デ 0 所 以 当 入 ce 时 ,上 映射 是 共 形 的 . 为 了 证 明 在 zx= co 处 它 
也 是 共 形 的 ,我 们 令 


之 
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这 时 映射 w 二 az 十 5 成 为 
_¢ 
7 a+ 
它 在 4 一 0 处 解析 , 且 有 (6) |:-o 一 cy lie 図面 在 & 
ー0 处 是 共 形 的 , 即 ww 一 az 十 5 在 一 co 处 是 共 形 的 . 所 以 ,映射 w 
二 az 十 b (a 关 0) 在 扩充 复 平面 上 是 处 处 共 形 的 ,为 一 共 形 映射 
由 于 分 式 线性 映射 是 由 上 述 三 种 映射 复合 而 成 的 ,因此 ,我们 
有 下 面 的 定理 . : 
定理 一 分 式 线性 映射 在 扩充 复工 同上 大 一 型 硫 肛 , 
有 保 角 性 . 
2. 保 園 性 
我 们 还 要 指出 ,映射 zw 一 az 十 5 与 zw 一 过 都 具有 将 圆周 映射 成 
圆周 的 性 质 . 
据 上 所 论 ,映射 w= az 十 5(a 天 0) 是 将 = 平面 内 的 一 点 经 过 平 
移 .旋转 和 伸缩 而 得 到 象 点 w 的 . 因此 ,> 平面 内 的 一 个 圆周 或 一 
条 直线 经 过 映射 w=az 十 5 所 得 的 象 曲线 显然 仍 是 一 个 圆周 或 一 
条 直线 . 如 果 我 们 把 直线 看 成 是 半径 为 无 穷 大 的 圆周 , 那 末 这 个 映 
射 在 扩充 复 平面 上 把 圆周 映射 成 圆周 . 这 个 性 质 称 为 保 圆 性 ， 


下 面 来 阐明 映射 w= 二 也 具有 保 圆 性 .为 此 , 令 


ァ ー ァ の,ーー ニム 
将 z= 二 x 十 iy 代入 w= 二 ,得 


> 
“zy トッ 


或 rt ツー カキ 
因此 ,映射 w= 二 将 方程 


az2 十 多 ) 十 pz 十 cy 十 d 王 0 
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变 为 方程 

9(〆 十 の ) 十 一 co 十 g 三 0. 
当然 ,在 这 种 情况 下 ,可 能 是 将 圆周 映射 成 圆周 ( 当 a 关 0,d 关 0); 
圆周 映射 成 直线 ( 当 a 关 0,4 二 0) ;直线 映射 成 圆周 ( 当 a 二 0,d 关 0) 


以 及 直线 映射 成 直线 ( 当 2 一 0,9ー0). 这 就 是 说 ,映射 mw 一 二 把 加 


周 映射 成 圆周 . 或 者 说 :映射 w 一 上 具有 保 团 性 所 以 我 们 有 

定理 二 
平面 上 的 圆周 , 即 具 有 保 圆 性 ， 

3. 保 对 称 性 

分 式 线性 映射 ,除了 保 角 性 与 保 圆 性 之 外 ,还 有 所 谓 保持 对 称 
点 不 变 的 性 质 , 简 MC 

为 了 证 明 这 个 论 e ,我 们 先 来 因明 对 称 点 的 一 个 重要 特性 即 
Ty 

从 zx 作 械 的 切线 , 设 切 点 为 
z. 由 平面 几何 学 知 ,这 条 切线 长 
度 的 平方 |z 一 zo 等 于 本 的 割 线 
长 度 |z, 一 zo | 和 它 在 研 外 部 分 长 
度 |zi 一 zo| 的 乘积 ;而 这 一 乘积 
据 之 1 9 22 是 关于 圆周 C 的 対称 点 
的 定义 ,又 等 于 民 , 所 以 | 过 一 zo| 
=R. 这 表明 在 C 上 ,而 的 切 二 
线 就 是 C 的 半径 ,因此 本 与 C 正 交 . 

反 过 来 , 设 卫 是 经 过 = ,zz 且 与 C 正 交 的 任 一 圆周 , 那 末 连 接 
zi 与 s。 的 直线 作为 卫 的 特殊 情形 (半径 为 无 穷 大 ) 必 与 C 正 交 , 因 
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而 必 过 zw. 又 因 械 与 C 于 交点 x 处 正 交 , 因 此 CC 的 半径 zoz' 就 是 TT 
的 切线 . 所 以 有 
[2 一 zo| | 一 zoj =R*, 

即 z 与 x 是 关于 圆周 C 的 一 对 对 称 点 由 . 

定理 三 设 点 ,zx 是 关于 圆周 C 的 一 对 对 称 点 , 那 末 在 分 
对 对 称 点 . ] ] 

[证 」 设 经 过 ww, 与 wz 的 任 一 圆周 让 是 经 过 zi 与 z; 的 圆周 
矿 由 分 式 线 性 映射 映射 讨 来 的 . 由 于 栈 与 C 正 交 , 而 分 式 线性 映 
射 具 有 保 角 性 ,所 以 三 与 CC 的 象 ) 也 必 正 交 , 因 此 ,zwi 与 wi 是 
一 对 关于 C' 的 对 称 点 . 

[证 毕 ] 


$ 3 ”唯一 决定 分 式 线性 映射 的 条 件 


(6. 2.1) 式 中 含有 四 个 常数 a,5,c,d. 但 是 ,我 们 如 果 用 这 四 
个 数 中 的 一 个 去 除 分 子 和 分 母 ,就 可 将 分 式 中 的 四 个 常数 化 为 三 
个 常数 . 所 以 , (6. 2.1) 式 中 实际 上 只 有 三 个 独立 的 常数 . 因此 ,只 
需 给 定 三 个 条 件 ,就 能 决定 一 个 分 式 线性 映射 . 我 们 有 


定理 在 x 十 面 上 任意 给 定 三 个 相关 的 态 久 ,zz 名 ,在 多 于 


唔 上 也 任意 给 定 二 个 相 异 的 点 w, ,ww ,wss 那 末 就 存在 唯一 的 分 式 
鼻 性 映 册 , 将 x(% 一 1，2,3) 依 次 映射 成 wu( を 一 12532. 


证 ] 設 ッ ーー (ad 一 bc 关 0) ;将 %(&ー1,2,3) 依 次 映 身 


成 to( を 1,2,3), 即 


ーー g 々 , 十 の 


テー イブ (k=1,2,3) 


因而 有 


① 当 圆 周 C 退化 为 直线 时 的 证 明 , 由 读者 自己 完成 . 
» 198°* 


_ a) Cad be) 
Ww Cpa ra) *™ 1'2) 
(zi— zi) (ad — bc) 
(czsd) (czitd) 


ヤリ ーー 


肥 Ws WwW, = (k=1,2) 


て ワーー て の 。 Ws 一 人 の 2 之 一 之 | 。 そ 3 を 2 


(6. 3. 1 ) 


这 就 是 所 求 的 分 式 线性 上 映射. 这 个 分 式 线 性 映射 是 三 对 对 应 


六 所 确定 的 唯一 的 一 个 映射 . 如 果 说 有 另外 一 个 分 式 线性 映射 w 


一 笑 十 8 也 把 < 平 面 上 的 三 个 相 异 点 gs.a 依次 映射 成 也 平面 


上 的 三 个 相 蜡 点 wi,rwi,w;, 那 末 我 们 重复 上 面 的 步骤 ,在 消去 常 
数 a,B,7,6 后 ,最 后 得 到 仍然 是 (6. 3.1) 式 . 所 以 (6. 3. 1) 是 由 三 对 
相 异 的 对 应 点 唯一 确定 的 分 式 线性 映射 . 


[证 毕 j 

从 (6.3.1) 式 可 以 清楚 地 看 出 ,ww 二 wi ,wzyws 分 别 与 z= 二 zi， 
z2，z3 对 应 , 且 在 这 一 次 序 下 ,等 式 的 两 边 依 次 同时 变 为 0,ce ,1, 这 
就 很 容易 帮助 我 们 记忆 . 

上 述 定理 ,说 明了 把 三 个 不 同 的 点 映射 成 另外 三 个 不 同 的 点 
的 分 式 线性 映射 是 唯一 存在 的 . 所 以 ,在 两 个 已 知 圆周 C 与 C" 上 ， 
分 别 取 是 三 个 不 同 点 以 后 , 必 能 找到 一 个 分 式 线性 映射 将 C 映射 
成 C'. 但 是 这 个 映射 会 把 C 的 内 部 映射 成 什么 呢 ? 现 在 我 们 就 来 
讨论 这 个 问题 . | 

首先 指出 ,在 这 个 分 式 线性 映射 下 ,C 的 内 部 不 是 映 射 成 で 
的 内 部 , 便 是 映射 成 C' 的 外 部 . 这 就 是 说 ,不 可 能 将 C 内 部 的 一 部 
分 映射 成 C 内 部 的 一 部 分 ,而 C 内 部 的 另 一 部 分 映射 成 C' 外 部 的 
一 部 分 . 其 理由 如 下 . 

设 mm,z 为 C 内 的 任意 两 点 . 用 直线 段 把 这 两 点 连接 起 来 . 如 


有 果 线 段 そ 1 そ 2 的 象 妨 岡 弧 め izox( 或 長 袋 段 ), 且 て の 在 CC’ 之 外 ,ws 在 


C' 之 内 , 那 末 弧 witw; 必 与 C' 交 于 一 点 Q( 图 6. 10).Q 点 在 C 上 ,所 
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以 必须 是 C 上 某 一 点 的 象 . 但 从 假设 ,Q 又 是 zz。 上 某 一 点 的 象 ， 
因而 就 有 两 个 不 同 的 点 (一 个 在 圆周 C 上 , 另 一 个 在 线段 ms 上 ) 
被 映射 为 同一 点 . 这 就 与 分 式 线性 映射 的 一 一 对 应 性 相 矛 盾 . 故 上 
述 的 论断 是 正确 的 . 


根据 上 述 的 论断 可 知 , 在 分 式 线性 映射 下 ,如 果 在 C 内 任 取 
我 们 也 可 以 用 下 面 的 方法 来 处 理 , 在 C 上 取 定 三 点 ss,s。, 
它们 在 C 上 的 象 分 别 为 て の 」 5 て Oz > て の 3・ 如 果 C 依る ーー*。 的 绕 向 与 


也 
UW 


图 6.10 
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事实 上 ,在 过 z 的 半径 上 取 一 点 z, 线 段 ziz 的 象 必 为 正 交 于 
C' 的 圆 弧 多 ,他 根据 保 角 映 射 的 性 质 , 当 绕 向 相同 时 ,w 必 在 C' 内 ; 
相反 时 , 必 在 C' 外 . 这 就 说 明了 上 述 结论 是 正确 的 . 

我 们 还 要 指出 ,在 C 为 圆周 .C' 为 直线 的 情况 下 ,上 述 分 式 线 
性 映射 将 C 的 内 部 映射 成 C 的 某 一 侧 的 半 平 面 . 究竟 是 哪 一 侧 ， 
由 绕 向 确定 . 其 他 情况 ,结论 类 似 . 

由 前 一 节 与 这 一 节 的 讨论 ,可 以 推 知 在 分 式 线性 映射 下 : 

(1 ) 当 二 圆周 上 没有 点 映射 成 无 穷 远 点 时 ,这 二 圆周 的 弧 所 
围 成 的 区 域 映射 成 二 圆 孤 所 围 成 的 区 域 ， 

由 于 分 式 线性 映射 具有 保 圆 性 与 保 对 称 性 .因此 ,在 处 理 边界 
由 圆周 、 圆 弧 、 直 线 、 直 线段 所 组 成 的 区 域 的 共 形 映 射 问题 时 ,分 式 
线性 映射 起 着 十 分 重要 的 作用 . 下 面 举 几 个 例子 . 

例 』 中 心 分 别 在 z=1 与 z= 一 1, 半 径 为 v2 的 二 圆 缴 所 转 
成 的 区 域 (图 6. 12) ,在 映射 w 二 > 二 ;下 映射 成 什么 区 域 ? 


之 


为 Ci 
图 6.12 
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[ 解 ] 所 设 的 两 个 贺 弧 的 交点 为 一 i 与 i, 且 互相 正 交 . 交点 
一 i 映射 成 无 穷 远 点 ,i 映射 成 原点 . 因此 所 给 的 区 域 经 映射 后 映 
射 成 以 原点 为 顶点 的 角形 区 域 , 张 角 等 于 了 


为 了 要 确定 角形 域 的 位 置 ,只 要 定 出 它 的 边 上 异 于 顶点 的 任 
何 一 点 就 可 以 了 . 取 所 给 圆 弧 C, 与 正 实 轴 的 交点 z= 二 V2 一 1， 
它 的 对 应 点 是 

Vi (V2)+l 2— V2 
这 一 点 在 第 三 象限 的 分 角 线 C1 上 . 由 保 角 性 知 Cs 映射 为 第 二 象 
限 的 分 角 线 C。 ,从 而 映射 成 的 角形 域 如 图 6.12 所 示 ・ 

例 2 求 将 上 半 平 面 mCz〉>0 映射 成 单位 圆 | 四 | 到 1 的 分 式 
线性 映射 (图 6. 13). ] 


图 6.13 


[解法 一 ] 如 果 我 们 把 上 半 平 面 看 成 是 半径 为 无 穷 大 的 圆 
域 , 那 末 实 轴 就 相当 于 圆 域 的 边界 圆周 . 因为 分 式 线性 上 映射 具有 
保 圆 性 ,因此 它 必 能 将 上 半 平 面 Im(z*〕)>0. 映射 成 单位 贺 |w| 一 
1. 由 于 上 半 平 面 总 有 一 点 > 一 要 映 成 単位 岡 周 |w| 1 的 圆心 
一 0、 实 轴 要 映射 成 单位 圆 ,而 > 一 ) 与 z= 二 4 是 关于 实 轴 的 一 对 对 
称 点 ,z=0 与 * 一 co 是 与 之 对 应 的 关于 圆周 |w|=1 的 一 对 对 称 
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点, 所 以 根据 分 式 线性 映射 具有 保 对 称 点 不 变 的 性 质 知 ,z 一 人 必 映 
成 w= 从 而 所 求 的 分 式 线性 映射 具有 下 列 形式 ，; 


z— XA) 


w=k 


| 


其 中 方 常 数 ・ 
因为 |w|= |&| js ,而 实 轴 上 的 点 z 对 应 着 |w| 二 1 上 的 


ァ ーA 「 
点 ,这 时 | | 二 1, 所 以 |k| 二 1, 即 =e”, 这 里 9 是 任意 实数 . 


之 


因此 所 求 的 分 式 线性 映射 的 一 般 形式 为 
1 之 一 从 
w=e | | , (Im(A)>0) (6. 3. 2) 


反之 , 形 如 (6. 3. 2) 的 分 式 线性 映射 必 将 上 半 平 面 Imtx〉>0 

映 射 成 単位 岡 |w| <1. 这 是 因为 当 z 取 实数 时 ,有 
<ー4A1 | gd 1 ニー バグ 

“| ニッ - | 
即 把 实 轴 映 射 成 lw| 二 1. 又 因 上 半 平 面 中 的 z==4 映射 成 w==0， 
所 以 (6. 3.2) 必 将 lm)>0 映射 成 lw| 二 1- 

据 上 所 论 ,把 上 半 平 面 映射 成 单位 圆 的 映射 必 是 具有 (6. 3. 2) 
形式 的 分 式 线性 映射 . 

当然 ,我 们 也 可 以 在 > 轴 上 与 在 单位 圆周 | 让 | 1 上 取 三 対 
不 同 的 对 应 点 来 求 : 

[解法 二 ] 我 们 在 zx 轴 上 任意 取 定 三 点 :z= 一 1,z%2 二 0,23 一 
1 使 它们 依次 对 应 于 |w|= 二 1 上 的 三 点 :wi 二 1,ws 二 iws 二 一 1, 屠 
未 因为 = 一 xz 一 zs 跟 一 w 一 ws 的 绕 向 相同 ,由 (6. 3. 1) 式 使 得 
所 求 的 分 式 线性 映射 为 

也 一 上 ， 一 1 一 < 十 1 1 一 0 


間 ーーーーーーー 


ーー1 一 1 ター0 1 十 二 


を ーー 一 


王 1 


lw|= 


化 简 后 , 即 得 
(6. 3. 3) 


. グ 03 * 


注意 : ”如 果 我 们 选取 其 他 三 对 不 同 点 ,势必 也 能 得 出 满足 要 
求 的 ,但 不 同 于 (6. 3. 3) 的 分 式 线 性 映射 . 由 此 可 见 , 把 上 半 平 面 
映射 成 单位 圆 的 分 式 线性 映射 不 是 唯一 的 ,而 是 有 无 穷 多 . 这 从 
(6. 3. 2) 中 的 0 可 以 任意 取 实 数值 即 可 明日 . (6. 3. 3) 就 是 取 メー ァ 
0 一 一 了 而 得 到 的 . 如 果 以 = 六 0=0 代入 (6. 3. 3) , 那 末 

WT oi 
这 也 是 一 个 把 上 半 平 面 hn(z)>0 映射 成 单位 圆 |w|<1, 且 将 点 
xz 一 ; 英 射 成 圆心 w= 二 0 的 分 式 线性 映射 . 

例 3 求 将 上 半 平 面 In(z) 之 0 映射 成 单位 圆 |w|<1 且 满 足 
条件 y(2) テ 0,argxo' (27) 三 0 的 分 式 线性 映射 . 

[和解 | 由 条 件 w(2 め 三 0 知 ,所 求 的 映射 要 将 上 半 平 面 中 的 点 
z 二 2i 映射 成 单位 圆周 的 圆心 w= 二 0. 所 以 由 (6.3.2) 得 


(6. 3. 4) 


ー 沼 | 
sz トド 
因为 
/ i 47 
| の の ー ED 
敵 有 


て の (2 うり =〆 


ー オ | 
7 |・ 


2 A A 
| ー9 | 一 了 | 一 0,0 一 了 ， 


argvo (2i) 一 arge “十 arg 4 


从 而 得 所 求 的 映射 为 


の ディ ーー. 
例 4 求 将 単位 園 |<z|<1 映 射 成 単 位 岡 |w| < ご 1 的 分 式 线 性 
映射 (图 6. 14). 
[ 解 ] 设 = 平面 上 单位 圆 |z|<1 内 部 的 一 点 e 映 射 成 平 
面 上 的 单位 圆 |w| 过 1 的 中 心 ゅ = テ 0. 这 时 与 点 a 对称 于 单位 圆周 
。 204， 


图 6.14 


|=| 1 的 点 十 应 该 被 映射 成 思平 多 上 的 无 穷 远 点 ( 即 与 ww 一 0 对 
称 的 点 ). 因此 , 当 z=a 时 ,w 二 0, 而 当 z= 坟 时 ,w=o0. 满足 这 些 
条 件 的 分 式 线性 映射 具有 如 下 的 形式 
| 
其 中 一 一 ka 
由 于 = 平面 上 单位 圆周 上 的 点 要 映 成 w 平面 上 单位 圆周 上 


的 点 ,所 以 当 |z|=1,1w|==1. 将 圆周 |z| 二 1 上 的 点 z=1 代入 上 
式 , 得 


に |=lel= ュ 


又 因 ローal=1ーal’ 
所 以 
| を |1, 即 が ーe. 
这 里 p 是 任意 实数 . 由 此 可 知 ,所 求 将 单位 圆 |z| 二 1 映射 成 单位 
岡 lg| 1 的 分 式 线性 映射 的 一 般 表 示 式 是 


w=e"| ー 
1 一 


(gl で 1) (6.3.5) 


s グ り 5 ら * 


84 几 个 初等 函数 所 构成 的 映射 


1. 蹇 函数 ”w=z'(n 宇 2 为 自然 数 ) 这 个 函数 在 = 平面 内 是 
处 处 可 导 的 , 它 的 导数 是 


dw リュ 
dz 1 
因而 当 ヶ デ 0 时 ， 
dw 
70 


所 以 ,在 2 平面 内 除去 原点 外 ,由 w=x 所 构成 的 映射 是 处 处 共 形 
的 . 

为 了 讨论 这 映射 在 z 二 0 处 的 性 质 , 我 们 令 

z=re*,， w= pe 

那 末 p=r, 4 一 1 (6. 4. ] ) 
由 此 可児, 在 ゅ ーー 映射 下 ,z 平 面 上 的 圆周 |z|=7 映射 成 也 平面 
上 的 圆周 |w| 二 ,特别 是 单位 圆周 |z| 一 1 映射 成 单位 圆周 |w| = 
1 ;射线 9 映射 成 射线 p= 二 n0o; 正 实 轴 0=0 映射 成 正 实 轴 ゅ = 
0; 和 角形 域 0< の <2| 一 所 映射 成 角形 域 0 二 pg 二 n0,( 图 6.16(2))- 
从 这 里 可 以 看 出 ,在 x=0 处 角形 域 的 张 角 经 过 这 一 映射 后 变 成 了 
原来 的 nn 倍 . 因 此 , 当 宇 2 时 ,映射 w==x" 在 z= 二 0 处 没有 保 角 性 . 

明显 地 ,角形 域 0<9< 科 映射 成 沿 正 实 轴 剪 开 的 名 平 面 0<p 
二 2x( 图 6.16(2)), 它 的 一 边 9=0 映射 成 w 平 面 正 实 轴 的 上 上岸 9 
=0; 另 外 一 边 0= 衬 映 射 成 ww 平面 正 实 轴 的 下 岸 一 2x. 在 这 样 
两 个 域 上 的 点 在 所 给 的 映射 (w=x 或 x 二 YW) 下 是 一 一 对 应 的 . 

由 零 函数 ゅ ニッ 所 构成 的 映射 的 特点 是 ;把 以 原点 为 顶点 的 
角形 域 映射 成 以 原点 为 项 点 的 角形 域 ,但 张 角 变 成 了 原来 的 信 
因此 ,如 果 要 把 角形 域 映射 成 角形 域 ,我 们 经 常 利 用 虎 函 数 . 


・ 208* 


(p) 
图 6.16 


例 1 求 把 角形 域 0<argz 二 所 映射 成 单位 国 |w| 达 1 的 一 个 


(8) 
图 6.17 


・ グ 09・ 


[ 解 ] 由 (6.4.1) 知 , と ニッ 将 所 给 角形 域 0<argz<< 工 (图 


6. 17(a) ) 映 射 成 上 半 平 面 lm( の >0( 較 6.17(6)). 又 从 上 节 的 例 
2 知 。 映 射 ー 記 : 特 上 半 平 面 映 射 成 単位 岡 Iwl 
1( 图 6.17(c)). 因此 所 求 的 映射 为 

例 2 求 把 下 图 中 由 圆 弧 Ci 与 C; 所 围 成 的 交角 为 a 的 月 牙 
域 映射 成 角形 域 %<argw<m 十 a 的 一 个 映射 (图 6. 18). 


ャ ワウ ーー 


艺人 z—1i 
リー チン [| | 


w=erot 


[ 解 」 先 求 出 把 C,C; 的 交点 :与 一 : 分別 映 射 成 と 平面 中 的 
2Z10・ 


“一 0 与 《二 o0, 并 使 月 牙 域 (图 6.18(。) ) 映 射 成 角形 域 0<argr<<Z 
(图 6.180(2)) 的 映射 ;再 把 这 角形 域 通过 映射 w= 二 ewL 转 过 一 角度 
%, 即 得 把 所 给 月 牙 域 映 射 成 所 给 角形 域 的 映射 (图 6.18(c) ). 

将 所 给 月 牙 域 映 射 成 5 平面 中 的 角形 域 的 映射 是 具有 以 下 形 
式 的 分 式 线性 函数 ， 


と ー ん | 
其 中 为 待定 的 复 常数 。 这 个 映射 把 C, 上 的 点 =1 映射 成 9 
本 ーー 取 k 一 i 使 一 1, 这 样 ,映射 5 一 让 | 就 把 Ci 映 


射 成 8 平面 上 的 正 实 轴 . 根据 保 角 性 ， 忆 把 所 给 的 月 牙 域 映射 成 


角形 域 0<argz<<e. 由 此 得 所 求 的 映射 为 


. nf 
= ett? 


w=iem| xz 十 ; | . 

例 3 求 把 具有 制 痕 Re(z) テ z,0SIm(z)SS ヵ 的 上 上 半 平 面 (图 
6.19( ゐ )) 映 射 成 上 半 平 面 ( 較 6.19()) 的 一 條 映 射 . 

[和解 ] 不 难看 出 ,解决 本 题 的 关键 显然 是 要 设法 将 垂直 于 > 
轴 的 割 痕 的 两 侧 跟 x 和 我 们 知道 ,映射 w= 二 > 
能 将 项 点 在 原点 处 的 角度 增 大 到 两 音 , 所 以 利用 这 个 映 出 可 以 过 
到 将 割 痕 展 平 的 目的 . 因此 ， 仙人 

首先 ,把 上 半 > 平面 (图 6. 19(o)) 向 左 作 一 个 距离 为 a 的 平 
移 :z」 デーo, 得 を 平面 上 的 图 形 ,如 图 6.19(®⑦) 所 示 ・ 

第 二 ,再 应 用 映射 zs 二 zi, 便 得 到 一 个 具有 制 痕 一 及 志 Re(z,) 
三 十 oo,Im(zs)= 二 0 的 zs 平面 ,如 图 6.19(c) 所 示 . ] ] 

第 三 ,把 之 2 平面 向 右 作 一 距离 为 / 的 平 移 :z。 デ ss 十 ど , 便 得 

到 去 掉 了 正 实 轴 的 z; 平面 ,如 图 6.19( の ) 所 示 . 


第 四 ,通过 映射 z Ys。 , 便 得 到 上 半 , 平面 ,如 图 6.19(e) 
所 示 . 
最 后 ,把 z, 平 面向 右 作 一 距离 为 a 的 平移 :w= 二 zz 十 a, 便 得 到 
* グリ リア * 


w 平面 中 的 上 半 平 面 ,如 图 6.19( の 所 示 . 
y ] 把 所 有 的 映射 复合 起 来 就 得 到 所 求 的 映射 
w= MV(z 一 a)? 十 及 十 a. 
2. 指数 函数 ーー〆 由 于 在 z 平 面 内 
w 二 (e*)' = た 0 
人 所 以 , 由 ゅ =e 所 构成 的 映射 是 一 个 全 平面 上 的 共 形 映射 . 设 z= 
“の z 十 yw デ pe*, 那 未 
p=€, ¢=y, (6. 4. 2) 
由 此 可 知 :z 平 面 上 的 直线 zx 王 负数 ,被 映射 成 也 平面 上 的 圆周 p 
一 常数 ;而 直线 y= 常数 ,被 映射 成 射线 e 王 常 数 ・ 

当 实 轴 y=0 平行 移动 到 直线 y=a(0<a 委 2x) 时 , 带 形 域 0< 
Im(z)<a 映射 成 角形 域 0<argw<a. 特 列 是 , 帯 形 域 .0<<Im(z) て 
2z 映射 成 沿 正 实 轴 前 开 的 ww 平面 :0 过 argw 过 2x( 图 6.20), 它 们 
之 间 的 点 是 一 一 对 应 的 . ] 


Zs = zz 二 hr 
Ce) a) 由 指数 函数 w=〆 所 构成 的 映射 的 特点 是 ;把 水 平 的 带 形 域 


・ グリ グ ・ 。 273・ 


例 4 求 把 带 形 域 0 二 Im(z) 二 7z 映 射 成 単 位 園 lw|<1 的 一 
不 映 射 ・. 
[和解 | 由 刚才 的 讨论 知 : 映 射 5=e 将 所 给 的 带 形 域 映 射 成 5 


平面 的 上 半 平 面 hn( の >0. 而 根据 (6. 3.4) 又 知 :映射 ww 一 尘 漂 


上 半 平 面 hn( の >0 映 射 成 単位 岡 le <<1. 因此 所 求 的 映射 为 


ーー 

例 $ 求 把 帯 形 域 。<< ご Re(z) ご 6 映射 成 上 半 平 面 Im で w〉>o0 
的 一 个 上 映射 . ] 

[ 解 ] 带 形 域 c<Re(z)<6( 图 6. 21(a)) 经 过 平行 移动 .放大 


て り 


の = ニー クン ググ 
_ 、 HY 


图 6. 21 


・ 214・ 


(或 缩小 ) 及 旋转 的 映射 


Xi 


と (< 一 g) 


pa 
后 可 映射 成 带 形 域 0 二 Im (5)<x( 图 6.21(》)). 再 用 映射 ww=#， 
就 可 把 带 形 域 0 过 Im (4) < 之 x 映射 成 上 半 平 面 ImGw)>0( 園 6.21 
(c)). 因此 所 求 的 映射 为 


TO ーー er 


例 6 求 把 具有 制 痕 Re alm) = H 的 带 形 域 
0 二 Im(zx) 过 2H 映射 成 带 形 域 0<Im(e) ご 277 的 一 个 映射 . 
[ 解 ] 不 难 验证 ,函数 


2ifi 


mm 7(g 


『。 


チッ 


_- 


把 = 平面 内 具有 所 设 割 痕 的 带 形 域 ( 图 6. 22(o) ) 映 射 成 去 掉 了 虚 
轴 上 一 段 线段 0<Im(z) 委 8 的 上 半々 平面 , 其 中 ゥ 一“ (图 6.22 
(5)). 因为 


所 以 当 直线 y= 常数 从 yー2 开始 ,经 过 y= 五, 平行 下 移 到 y= 
0 时 ,射线 argzi 二 > ガッ 从 argzi 一 x 开始 ,经 过 argzi 一 っ 変色 8Tg を 1 


二 0. 而 点 xz 二 a 十 Hi 被 一 中 映射 成 点 zi ici b. 
又 从 本 节 例 3 知 ,映射 
ーー る ー ツ ダ 十 ど 。 
把 去 掉 了 虚 轴 上 这 一 线段 的 上 半 zi 平面 映射 成 上 半 z; 平面 (图 
6. 22(c)). 再 利用 对 数 函 数 
_ 2 


Lt 電 . 
argzl 一 arge2” 一 2 万 ツ (z 三 ェ 十 zy) 


便 得 到 所 求 的 映射 
wln Ne er 
*3. 偽 可 夫 新 基 末 数 比 数 
w= z+ (a>0) (6. 4. 3) 


称 为 侍 可 夫 斯 基 函 数 . 它 除 * 一 0 外 在 = 平面 内 处 处 解析 .x 一 0 


是 它 的 一 个 极点 . 
;因此 这 个 映射 除 z=0 和 z= 土 a 外 ,也 


2 
由 于 w =3| 1 一 去 
是 处 处 共 形 的 . 
由 (6.4.3) 得 
ーー ダー2gz 十 の ーー (z—a)’ 
アル 2 2 ヶ  ” 
_ー ダ 十 2gz 十 ダー Cz 十 2) 


wa の を ク ァ 


て ワー a 


・ 216・ 


wd 


所 以 
wa \z+ta 
它 可 以 看 作 是 由 映射 
6 ニーー, tt ニー ンー6 (6. 4. 4) 
复合 而 成 . 
<. 它 把 点 =a 与 * 一 一 4 分别 映 


射 成 8 一 0 与 5 一 o0, 从 而 把 通过 x 一 a,x 一 一 a 的 圆周 C 映射 成 过 
点 5 一 0 的 直线 (图 6.23⑫)). 当 z 取 实数 时 ,5 也 为 实数 ,这 时 ， 


a) SG 
_ 2 
) 
_ 1+t 
| 
(お 
t= ー ーー 
_ 
(c) 
图 6.23 
宁 一 蕊 和 和 >>0, 所 以 当 = 点 沿 实 轴 由 = 一 “向 右 移动 时 ,点 
・ 217・ 


由 于 dz 一 (za)’ 


也 沿 实 轴 由 “=0 向 右 移动 . 因此 ,这 个 映射 把 圆周 C 的 外 部 映射 


成 包含 正 实 轴 的 《 半 平 面 ;同时 ,根据 保 角 性 ,这 个 半 平 面 的 边界 
直线 的 倾角 等 于 C 在 :=a 处 的 切线 的 倾角 a( 图 6. 23Ca)). 

第 二 个 映射 :t= 名 ,把 这 半 平 面 映射 成 治 个 射线 argt 二 2a 剪 开 
的 :平面 (图 6.23(c))， 


第 三條 映 射 ,。 定 ビニ, 或 e ニ エー ,把 上 述 剪 开 了 的 平面 


映射 成 沿 连 接点 w=a 与 w= テーa 的 圆 弧 割 开 的 世 平 面 (图 6.23 
(②⑦)). 

根据 以 上 的 讨论 ,由 于 (6. 4. 全 中 的 三 个 映射 在 讨论 的 区 域内 
都 是 是 一 一 对 应 的 ,因此 我 们 有 以 下 的 结论 

时 一 ns 


Re en 
”由 此 可 知 , 当 a=1 时 ,映射 (6.4. 3) 成 为 
ゅ ニー テ | * 十 去 |， (6. 4. 3) 


它 把 单位 圆 的 外 部 :1zl>1 一 一 対 友 地 、 共 形 地 映 射 成 具有 割 痕 
[一 1,1j 的 扩充 平面 . 
如果 今 一世, 那 末 (6 4. 3) 成 为 


1i, 1 

“了 
而 映射 = 一 七 将 |z|>>1 映射 成 1$1<1, 可 见 映射 (6.4. 3) 也 将 间 
位 圆 的 内 部 :|z| 到 1 一 一 対 度 地 、 共 形 地 映 射 成 具 有 割 痕 [ 一 1,1」 
的 扩充 平面 . 

为 了 要 进一步 看 清 映 射 (6. 4. 3)' 的 性 质 , 我 们 对 它 将 单位 圆 
内 部 |<| <1 喘 射 成 具有 割 提 [一 1・ 1 ] 的 扩充 平面 的 详细 情况 进行 
讨论 . 为 此 邻 芭 =x 十 isz 一 re ,这 里 <1, 那 末 (6.4.3) 成 为 
・278・ 


ーー 17 。 1 
um 一 2 re 十 7 
ニー エ | エエ の 十 一 | テー 
一 了 > cosl 十 :; デー 一 | sin の 。 
从 而 有 
= 村 | -十 二] cosb， ッ ー テ ーー|sn2 (6.4.5) 


如 果 从 这 两 式 中 消去 0, 那 末 得 到 椭圆 族 方程 


二 十 一 一 一 一 > 一 1， (6.4.6) 


它们 的 长 半 轴 与 短 半 轴 分 别 为 
1 1 


= ラテ キー 9 b= ーー ・ 
由 于 不 论 ~ 的 值 如 何 , 焦 点 坐标 ( 士 c,0) 中 的 < 为 


2 
“= ポー が = テト 1 


4 r 4 

所 以 (6. 4. 6) 表 示 映 射 (6.4.3)' 将 圆 族 |z|==r(r 过 1) 上 映射 成 共 焦 
点 的 椭圆 族 . | ] 
由 (6. 4. 5) 可 知 , 当 z 沿 圆周 |z|==r 的 正 向 绕 行 一 周 , 且 在 上 
半圆 周 , 即 0 雹 9 过 x 时 ,由 于 7 过 1， テー ニー0、 因此 v<0;z 沿 下 


ア 


2 
一 六 | 一 ]， C 一 ]， 


半圆 周 , 即 z< の <2z 时 ,>>0, 而 同时 “ 先 队 二 (7 十 十 二 ) 减 小 到 


5 | r 十 过 | 再 从 一 二 六 
圆 负 向 绕 行 一 周 . 

又 , 当 r 一 1] -时 ,wu 一 cos0,v 一 0,a 一 1,6 一 0. 这 就 是 说 椭圆 随 
着 圆周 |z| =” 趋向 单位 圆周 |z| =1 而 越 来 越 扇 , 它 的 极限 是 割 痕 
[一 1,1」. 对 应 于 上 半圆 周 :|z| 王 1,Im(z)>0 的 是 割 痕 从 1 到 一 1 
的 下 岸 ; 对 应 于 下 半圆 周 :|z|=1,Im(z)<0 的 是 割 痕 从 一 1 到 1 
的 上 岸 ・ 上 半 図 |z|<1,im(e)>0 映射 成 下 半 平 面 Im (Cw) 二 0; 下 
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+ 増大 到 テ | キー 所 以 w 沿 椭 


半圆 |z|<1,Im(z)<0 映 射 成 上 半 平 面 Imtw)〉>0( 図 6. 24). 


图 6.24 


例 7 求 把 上 半 條 単位 岡 :lzl ズ 1,fm(s う テ 0 映射 成 单位 加 
le| <1 的 映 射 . 


[ 解 先 用 儒 可 夫 斯 基 画 数 # 一 也 | > 


・ ググ 0・ 


十 二 | 将 上 半 个 单位 加 


lz|<1,Im(z) 盖 0( 图 6.25 (a)) 映 射 成 下 半 平 面 In(5)7<0( 图 
6.25( め )). 其 次 用 7 二 一 8 将 下 半 平 面 Im(⑤⑥<0 映射 成 上 半 平 面 
Im (7)>0( 图 6.25(c)). 再 用 (6.3.4) 即 w= 
Im( の >0 映 射 成 単位 園 lw|<1( 園 6.25()). 然后 将 这 些 映射 复 
合 起 来 , 即 得 所 求 的 映射 : 


”好 十 2iz 十 1 
iz 


儒 可 夫 斯 基 截 线 ” 设 圆周 C, 与 C 相 切 于 A 点 ,如 图 6. 26(a) 
所 示 . 经 过 映射 :mw 一 了 | z 十 人 | ,C 映射 成 贺 弧 A B.C 映射 成 一 
条 闭 曲线 C1, 它 可 用 描 点 法 画 出 如 图 6. 26(b).C; 与 4 B 在 A' 点 
处 的 切线 互相 重合 . 闭 曲线 C' 称 为 侍 可 夫 斯 基 截 线 . 所 以 映射 
ゅ ー す | = 十 于 | 将 圆周 Ci 的 外 部 映射 成 侍 可 夫 斯 基 截 线 的 外 部 
因为 C; 的 形状 很 像 飞机 机 可 的 横断 面 的 周 线 , 且 因 侨 可 夫 斯 基 采 
用 它 作 为 机 翼 的 型 线 ,假设 机 器 型 线 为 此 曲线 而 进行 过 一 些 流体 
力学 上 的 理论 计算 ,因此 也 称 机 村 截 线 . 这 样 ,对 机 可 绕 流 的 研究 
可 化 为 对 圆柱 绕 流 的 研究 . 


ウン ククル 
クー トメ レク クジ 
レ と の 
图 6. 26 


・ ク ググ ナ * 


'§5 关于 共 形 映射 的 几 个 一 般 性 定理 


在 本 章 $1 中 已 经 证 明 过 ,解析 函数 在 导数 不 为 零 的 点 处 所 
构成 的 映射 是 共 形 映射 . 现在 我 们 再 指出 (但 不 加 证 明 ), 它 的 道 
定理 也 是 正确 的 :如 果 函 数 = ニア (>) 把 域 の 共 形 映 射 成 域 で , 那 
末 w 二 f(z) 在 DD 上 是 单 值 且 解 析 的 函数 , 它 的 导数 在 D 上 必 不 为 
零 , 而 且 它 的 反 通 数 z==glw) 在 G 上 也 是 单 值 且 解 析 的 函数 .下 
面 ,我 们 再 介绍 关于 共 形 映射 理论 的 几 个 一 般 性 定理 . 

定理 1( 黎 曼 定 理 ) 不 论 两 个 单 连通 域 B 与 B;( 它 们 的 边界 
得 | 

jzo) 一 rooy argf' (z0) = a (6. 5. 1) 

黎 曼 定理 虽然 并 没有 给 出 寻求 这 个 映射 函数 ニア (>) 的 方 
法 ,但 是 它 肯 定 了 这 种 函数 总 是 存在 的 . 只 要 域 B, 和 B; 都 不 属 
于 两 种 例外 的 情形 ;其 一 是 扩充 复 平 面 ; 男 一 是 除去 一 点 的 扩充 复 
平面 (例如 ,除去 无 穷 远 点 的 复 平 面 ). 因为 这 两 种 情形 的 边界 点 
都 不 多 于 一 个 . 把 一 个 单 连 通 域 , 一 一 对 应 地 、 共 形 地 映射 成 另 
一 个 单 连 通 域 B; 的 这 种 映射 有 无 穷 多 个 . 要 想 保证 映射 函数 w 
一 /zz) 的 唯一 性 , 黎 曼 定理 告诉 我 们 ,只 需 满足 条 件 (6. 5. 1 就 行 
了 . 从 几何 意义 上 讲 , 这 个 条 件 可 解释 为 :对 域 万 中 某 一 点 x, 指 
出 它 在 域 B; 中 的 像 rw, 并 给 出 在 此 映射 下 点 zo 的 无 穷 小 邻 域 所 
转 过 的 角度 . 

根据 黎 曼 定理 ,要 想 找到 将 单 连通 域 Pi 一 一 対応 地 、 共 形 地 
映射 成 单 连通 域 B,, 只 要 能 找到 将 Bi 与 B; 分 别 一 一 对 应 且 共 形 
地 映射 成 菜 一 标准 形式 的 区 域 ( 例 如 单位 圆 |z| 二 1) 就 行 了 . 因 
为 ,如 采 “一 太 =) 是 将 Bi 映 射 成 て 1 的 映射 ,8' 二 FCw) 是 将 B。 
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映 射 成 |" | ご 1 的 映射 ( 误 者 说 它 的 反 函数 w= "5 ) 是 将 | | 
ご 1 映射 成 的 映射 ), 那 末 由 本 章 》 3 例 4 可知 ,5 一 人 全 


和 将 ||<1 上 映射 成 15 | <1 的 映射 . 由 于 所 有 这 些 映射 都 是 一 一 对 
应 且 共 形 的 ,所 以 ,将 这 些 喘 射 函 数 复合 起 来 ,就 得 到 将 B, 映射 成 
B; 的 映射 . 

定理 2( 边 界 对 应 原理 ) 设 有 由 光滑 闵 曲线 (或 接 段 光 汪 闭 

应 用 这 个 原理 ,要 想 求 出 已 给 仅 域 DD 被 函数 w= 二 f(z) 映 射 成 
的 区 域 D' ,只 要 沿 DD 的 边界 绕 行 , 并 求 出 此 边界 被 函数 w= f(z) 
所 映射 成 的 闭 曲线 ,这 个 闭 曲线 所 围 成 的 区 域 就 是 D'. 

“$6 施 瓦 茨 - 克 里 斯 托 费 尔 (Schwarz- 
Christoffel ) 映射 

在 实际 问题 中 ,常常 要 把 > 平面 的 上 半 平 面 映 射 成 ゅ 平面 上 
的 一 个 多 角形 区 域 , 它 的 边界 是 由 直线 ,线段 ,或 射线 所 组 成 ,如 图 
6. 27 所 示 ・ 


图 6.27 


・ ググ 3 * 


我 们 知道 ,第 函数 
有 这 样 的 性 质 ; 它 把 以 z=0 为 顶点 . 张 角 为 c(0 委 oa 委 2zx) 的 角形 域 
映射 成 以 w=0 为 项 点 、 张 角 为 na 的 角形 域 .因此 ,映射 
] w— w= (z— zx1)+ (6. 6. 1) 
将 二 轴 上 的 点 zi 映 射 成 w 平面 上 的 点 wi を 平面 的 上 半 平 面 映 
射 成 顶点 在 wi 张 角 为 


A 


wh 
, 


映射 (6; 6. 1) 可 由 方程 


dw a) 1 
-一 一 (z 一 Ci) 
dz 7 1) 


确定 . 这 个 角形 域 可 以 看 成 是 一 个 特殊 的 多 角形 区 域 ;由 此 使 我 
们 想到 ,把 上 半 平 面 映射 成 一 般 的 多 角形 区 域 的 映射 是 否 能 用 下 
列 方程 ] 
CD (er) ) ， (6. 6. 2) 
(其 中 K ,xis X29 ,XT 和 | ,Qs 都 是 实 的 常数 , 且 Xl 二 Xi 二 
…<xz,) 来 确定 呢 ? 事实 正 是 这 样 . 下 面 我 们 来 验证 这 一 点 . 

让 xz 从 zi 的 左边 沿 x 轴 向 右边 移动 ,从 而 观察 象 点 w 的 轨 
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迹 . 由 (6. 6. 2) 式 得 


Argdw =ArgK+| 和 一 1| Arg( テ 一 ) 二 | 1 Arg(z— x,) 


+ | 多 1) Arg(e—z,) + Argdz. (6. 6. 3) 
很 明显 ,在 = 没有 达到 xi 以前 , 上 式 右辺 的 毎 一 項 都 不変 , 所 以 
dw 的 往 角 也 不 変 , 象 点 w 沿 一 条 直线 移动 . 但 当 z 经 过 x 時 , 差 
值 z 一 zi 突然 从 负 变 到 正 ,Arg(z 一 zx 变化 了 一 ,其 他 各 项 都 不 
变 , 因 此 ,Argdw 改变 了 


ュー ュ (一 ア ) ディー cgi. 
A 


但 从 图 6. 29(c) 显 然 可 见 ,x 一 w 是 zw 开始 沿 着 多 角形 下 一 条 边 的 
方向 移动 所 必须 转 过 的 角 . 在 xz 从 xi 变 到 x; 的 过 程 中 ,情况 与 
前 面 说 过 的 一 样 ,dw 的 辐 角 保持 不 变 , 因 此 w 沿 着 直线 移动 . 当 
z 经 过 z。 时 ,这 时 z 一 x; 突然 从 负 变 到 正 , 它 的 辐 角 改变 了 一 x, 结 
果 ,Argdw 又 改变 了 zx 一 % ,这 恰巧 是 要 得 到 多 角形 下 一 边 的 方向 
所 必须 转 过 的 角 . 依次 下 去 , 当 z 经 历 整个 x 轴 时 ,w 能 沿 着 多 和 角 
形 的 周 界 移动 ,而 多 角形 的 各 边 转 过 的 角 依 次 为 一 ar 一 aa， 
アー ム の, 设 エロ ライ 2 ッッ ズ 。 所 对 应 的 点 依次 为 voisY の sy の 。 由 于 当 > 
沿 > 轴 从 左 向 右 移动 时 ,上 半 平 面 留 在 它 的 左边 ,因而 当 w 从 wi 
到 zw, 沿 多 角形 周 界 移动 时 , 留 在 它 左 边 的 区 域 就 是 上 半 平 面 所 映 
射 成 的 多 角形 区 域 ,而 且 内 角 依 次 为 @ ez ,a 
把 (6. 6. 2) 式 积分 ,得 


w=K| [x テー テー) テー い … (テー テテ gz 十 c。 


| (6. 6. 4) 
上 式 可 看 作 由 下 列 两 式 复合 而 成 : 


Fe 一 の!eー の me 一 の 12。 (6.6.5) 


w=Krtc. (6. 6. 6) 
e225・ 


(a) (5) 
图 6. 29 


由 于 (6. 6.5) 式 所 表示 的 函数 满足 方程 

a zn 

因 面 6.6.5) 式 也 表示 把 s 平面 的 上 半 平 面 映 射 成 平面 上 的 一 
MAA 人 ーー 

忆 知 多 角 江 , 屠 末 (6 6.5) 式 还 不 是 所 求 的 映射 因为 记 欧 射 成 的 
多 角形 只 是 与 已 给 多 角形 有 相等 的 对 应 角 ( 图 6. 30). 所 以 我 们 还 
需要 做 两 件 事 :1) 首 先 应 当 适 当地 选取 < 的 值 ,使 (6. 6. 5) 式 把 上 


45 


A 


・ ググ 6 *・ 


半 平 面 映射 成 的 多 角形 与 给 定 的 多 角形 相似 ;2) 经 过 线性 变换 
(6. 6. 6) ,使 这 两 个 多 角形 重合 . 

下 面 我 们 先 来 说 明 x; 的 选取 问题 . 人 
似 的 条 件 是 角 相 等 边 成 比例 . 设 4,4。…4, 为 给 定 的 多 和 角形, 它 的 
边 长 4.44 デ 424。 デ ん っ 4 4 ルー ムー ュ 4.4」ー ム 4 45… 4 是 


由 (6. 6.5) 式 把 上 半 平 面 映射 成 的 多 角形 ,这 个 多 角形 的 边 长 ,由 


于 4 是 二 的 象 点 ,所 以 与 z 的 选取 有 关 ,， 要 4.4。… 4, 与 44， 
… 4, 相似 ,只 要 下 列 "一 1 不等式 得 到 満足 : 
424 6 444。 な … 人 の 
プイ DAA 4 "AA な 4" ば 4 4 


(6.6.7) 
由 于 多 角形 的 a 都 是 已 知 的 ,所 以 这 ”一 1 个 等 式 中 有 两 个 (例如 
最 后 两 个 ) 可 以 从 其 他 等 式 推出 来 . 事实 上 ,如果 4,4:…4, 的 边 
中 除 两 条 (例如 4，4, 和 44) 外 ,其 余 的 边 长 都 已 按 (6. 6.7) 式 
的 要 求 求 出 , 那 未 剩 下 的 两 边 可 利用 对 应 角 ( 例 如 w_, 和 a) 相等 


由 作 图 法 求 出 . 例如 由 w-, 相 等 可 作出 4， ,4 由 ww 相等 可 作出 


4745. 由 此 可 知 ,要 确定 个 x。 只 有 z 一 3 个 独立 的 等 式 可 以 利用 . 
所 以 xz; 中 有 三 个 可 以 任意 选取 . 当选 定 * 使 (6. 6.7) 式 得 到 满足 
以 后 ,(6. 6. 5) 式 就 把 上 半 平 面 映射 成 与 给 定 的 多 角形 相似 的 多 角 
形 . 其 次 ,我 们 还 要 使 这 两 个 多 角形 重合 . 这 只 要 借助 于 (6. 6. 6) 
式 作 一 定 的 平移 .旋转 ,伸缩 就 可 以 做 到 , 换 句 话说 , (6. 6.6) 式 中 
的 常数 天 与 c 是 可 以 唯一 确定 的 
应 当 指 出 ,从 (6. 6.4) 式 可 以 看 出 ,这 个 映射 是 用 多 角形 的 顶 
点 的 象 来 表示 ,而 不 是 用 多 角形 顶点 本 身 来 表示 的 . 但 在 实际 
问题 中 ,知道 的 却 是 多 角形 的 顶点 ,而 不 是 它们 的 象 mw. 因此 用 
公式 (6. 6. 4) 时 ,应 根据 实际 问题 的 条 件 来 选 定 rm ,并 且 确 定常 数 
KK 与 c. 这 往往 需要 相当 的 技巧 ,因而 是 比较 困难 的 . 我 们 只 能 在 
后 硬结 合 例 二 来 作 些 说 明 ] 
我 们 还 需 指出 ,有 时 我 们 选取 co 作为 多 角形 的 一 个 顶点 的 
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象 . 例如 作为 4, 的 休 , 即 取 zx, 一 co 与 4A; 对 应 ,这 时 ,(6. 6. 4) 式 就 
成 为 


w=K' | | Gat ea jaz+。 
(6.6.8) 
为 了 证 明 这 个 公式 ,我 们 做 一 个 映射 | 
=ー エ + (6.6.9) 
を 


其 中 ヶ , 为 一 实数 . ] ] 
容易 验证 ,映射 (6. 6.9) 把 z 平 面 的 上 半 平 面 映射 成 i 平面 的 
上 半 平 面 ,并 且 把 点 
イロ 5 タイ 2 5 て 5 5 77 や 5 ズー ュ 5 ズ イェー で の 
映射 成 点 / 
Xis Ta Ta ) a1 Ta 
这 里 
ター ニー テオ 或 a ニー ニー (6.6.10) 
イッ ーー イズ イ ょ k 
由 (6.6.4) 式 知 , 把 平面 的 上 半 平 面 映 射 成 多角 形 区 域 的 映 
射 为 / 
w=Ki| Ga tc 


利用 (6. 6. 9) 式 与 (6. 6. 10) 式 ， 得 到 把 平面 映射 成 多 角形 区 域 的 
映射 为 
1 [+ 


ek 


kK | GT gt 


tg t+ +a) nt2 


テー! 1 1 デー 
ra 


て? 


プー 1 
"3 を 十 c 


由 于 ai 十 oz 十 … 十 on 二 (n 一 2)x, 所 以 
w=K' Il[e- うそ ー「 (テー ァ 。) そ ーー (<—Z, _ ーー dz+e. 
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它 比 (6. 6.4) 式 的 被 积 函数 少 了 一 个 因子 . 这 时 ,在 zz 
z,_, 中 就 只 有 两 个 是 可 以 任意 选择 的 了 

由 公式 (6. 6. 4) 或 (6. 6. 8) 所 给 出 的 上 映射 叫做 施 瓦 族 - 克 里 斯 
托 费 尔 映 射 . 由 (6. 6.2) 式 可 知 ,除了 在 = 一 六 以 外 ,2 不 等 于 
零 , 所 以 映射 在 除了 这 些 点 以 外 的 上 半 平 面 :Im (zx) 之 0 是 共 形 
的 . 
还 有 重要 的 一 点 要 作 补 充 . 在 实际 问题 中 ,我 们 所 遇 到 的 多 
角形 往往 是 变态 多 角形 ,就 是 说 , 它 的 顶点 有 一 个 或 几 个 在 无 穷 
远 .例如 ,A 在 无 穷 远 , 即 ww 一 cp, 如 图 6. 31 所 示 ・ 


图 6. 31 


如 果 我 们 规定 :在 无 穷 远 点 4, 处 两 条 射线 的 交角 a 等 于 这 
两 条 射线 反 向 延长 线 在 有 限 远 交 点 4 处 的 交角 乘 以 一 1, 那 末 施 
瓦 茨 - 克 里 斯 托 费 尔 喘 射 仍然 有 效 , 印 有 
w=K|| mt a I dete 
[参见 M.A. 拉 甫 伦 捷 夫 ,6.A. 沙巴 特 著 ( 复 变 函 数论 方法 中 译 
本 ( 施 祥 林 等 译 ) 上 册 181 页 ]. 

例 1 求 把 上 半 平 面 Im(z) 之 0 映射 成 带 形 0 委 Im(zo) 委 r 的 
映射 | ] 

[ 解 ] 我 们 把 带 形 看 作 是 一 个 变态 的 四 边 形 C4OBC ,首先 
选 定 对 应 点 . 因为 4G=1,2,3,4) 中 有 三 个 可 以 任意 选取 ,我 们 
选取 zi 一 0 与 顶点 4 对 应 ,xz==1 与 顶点 O 对 应 ,zs 一 co 与 顶点 お 
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对 应 ;因此 x 便 与 顶点 C 对 应 . 四辺 形 的 内 角 4.0.g,C 分 别 为 
0,xr,0,r, 如 右 表 所 示 . 

其 次 ,把 xivzzvzriyvzt 在 工 轴 上 的 位 
颖 排列 如 图 6.32 所 示 ,使 当 z 沿 < 轴 从 左 
到 右 顺 次 经 过 っ xyz oz 移动 时 ,上 半 
平面 在 左手 一 边 , 对 应 的 w 点 沿 四 边 形 的 
边界 C4OBC 移动 时 , 带 形 区 域 也 在 左手 
一 边 . 简单 地 说 ,使 两 个 区 域 的 绕 向 相 
同 . 
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NT ! ググ ルン ン シ ジ ジジ 
の 7 4 人 | 0 B’~ A 0 B 2 
图 6. 32 


根据 (6. 6. 8) 式 得 所 求 的 映射 为 
て の 一 天 | ceー の ます!(e 一 の を (一 テー の ァ 十 c 
=K|idzte 

即 w=Klnz+c. 

現在 来 定常 数 K 与 cy, 同时 确定 zu 

因为 当 w=0 时 ,z 王 1, 故 c 一 0, 因 此 

w= Klnz. 
又 因 w 在 实 轴 十 时 ,z= 二 x 这 0, 所 以 为 实数 . 由子 w=z ヶ i 对 应 着 
zi, 故 有 
r=Klinz,=Kln|z,; |+iKargzs, 
・230・ 


由 此 得 
Kln|x|=0, Kargzx,=x. 
从 前 一 式 , 因 KK 不 能 为 零 , 所 以 Inlz|=0, 即 |z | 一 1.x, 不能 等 
于 1 ,和 否则 与 后 一 式 了 矛盾 ,所 以 xi 一 一 1, 由 此 得 K=1. 于 是 所 求 
的 映射 为 
w= lnz. 

从 解 本 例 可 知 ,在 解 多 角形 映射 问题 时 ,第 一 步 应 适当 选取 对 
应 点 ,使 积分 比较 简单 ;第 二 步 要 注意 区 域 边 界 的 绕 向 ;第 三 步 在 
确定 常数 时 ,如 无 特殊 声明 ,这 些 常 数 一 般 都 是 复数 . 

例 2 求 把 图 6. 33 中 的 区 域 o) 映 射 成 区 域 の 的 映 射 , 对 应 
点 如 图 所 示 . 
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图 6. 33 


[和解 」 把 (0 中 的 区 域 看 做 有 三 个 顶点 C、4. 呈 的 多 角形 ,两 
个 顶点 B 与 C 在 无 穷 远 . 我 们 选取 > 一 “对 应 y 于 顶点 Cjx テ ー1 
对 应 于 顶点 4j> テ 0 对 应 于 顶点 B. 这 时 在 顶点 4.g.= テ 2 ァ , 在 ぢ . 


ao 一 0. 所 以 


w=K| e+ を (z— 0)7- azte=K|| 1 十 过 |de+e， 


ll w=K(zlnz)+t+e. 
为 了 定常 数 天 与 c, 把 上 式 改 写成 
2& 十 刀 一 (有 十 大 :Jr 十 1 十 njz| 十 iargz) 十 ci 十 zcz， 
231・ 


由 虚 部 相 等 得 
っ 王 y 十 < 十 る In lz| 十 argz 十 cz (6.6. 11) 
当 w 沿 AB 趋 于 无 穷 ,v=x, 这 时 z 沿 负 实 轴 趋 于 零 ,y 一 0,argz 一 
Xx, 所 以 由 上 式 得 
z= hm (kl * 0 十 ZX 十 koln | 斌 | 十 x 十 cz). 


キー テキ 


显然 ,为 了 使 右边 有 限 , 必须 为 零 , 故 有 
Xi 一 上 kA 十 cy. (6.6.12) 
又 当 w 沿 着 有 ーー0 的 OB 趋 于 无 穷 时 ,z 沿 着 有 y 一 0,argz 一 0， 
的 正 实 轴 趋 于 零 . 所 以 由 (6. 6. 11) 得 
0= Hm (Rs。 0 十 cz) 一 cr, 即 cs=0. 
由 (6. 6. 12) 式 得 ,各 =1, 从 而 天 一 记 十 为 王 1 ,所 以 
w=< 二 lInz 十 cg. 
最 后 , 当 w=x 々 zi 時 ,z デ ー1 ,从 上 式 得 zz デー1 十 zz 十 ci ,从 而 c」 三 1, 
因此 ,所 求 的 上 映射 为 ww 二 z 十 inz 十 1， 

例 3 平行 板 电容 器 中 等 位 线 与 电力 线 的 分 布 情况 . 

[ 解 ] 我 们 先 设想 平行 板 电容 器 的 一 种 理想 情形 , 即 两 块 平 
行 板 无 限 促 展 没 有 边缘 的 情形 ,这 时 电力 线 和 等 位 线 就 是 互相 释 
直 的 两 族 平行 直线 . 垂直 于 平行 板 的 一 族 平 行 直线 是 电力 线 ; 平 
行 于 平行 板 的 一 族 平 行 直 线 是 等 位 线 (图 6. 34(a)). 但 是 平行 板 


6 ーー 边缘 
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(a) (Cp) 
图 6. 34 
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电容 器 实际 是 有 边缘 的 (图 6. 34(8)) ,要 求 在 边缘 附近 电力 线 和 
等 位 线 的 分 布 . 


・ ググ * 


设 平行 板 电 容器 的 两 板 之 间 的 距离 为 2r, 由 于 电场 分 布 对 两 
板 之 间 的 中 心 线 的 对 称 性 ,因此 我 们 只 考虑 中 心 线 上 方 的 一 半 带 
有 割 痕 的 半 平 面 ( 国 6. 35 左 ). 如 果 我 们 知道 了 z 平面 中 带 割 痕 
的 上 半 平 面 与 平面 中 帯 形 区 域 ( 較 6. 35 右 ) 之 间 的 映射 关系 , 那 
末 平 行 板 电容 器 的 电场 分 布 情况 也 就 知道 了 . 这 只 要 通过 映射 将 
z 平面 中 的 两 族 互 相 垂 真 的 平行 线 映射 到 ze 平面 中 去 ,就 可 得 到 
平行 板 电容 器 的 等 位 线 和 电力 线 
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图 6.35 


从 例 1 知 ,将 > 平面 中 的 带 形 区 域 映 射 成 5 平面 的 上 半 平 面 
的 映射 是 
て 王 ど 
又 从 例 2 知 , 将 平面 的 上 半 平 面 映 身上 w 平面 中 带 制 痕 的 上 半 
平面 的 映射 是 
zo 王 て 十 ln と 十 1. 
因此 把 > 平面 中 的 带 形 区 域 映 射 到 冯 平 面 中 带 割 痕 的 上 半 平 面 
的 映射 是 
w=< 二 e 十 1. 
把 上 式 中 的 实 部 与 虚 部 分 离开 来 .得 


{et 析 函 数 直 接 去 求 , 但 当 区 域 复 杂 时 ,我们 可 通过 一 个 适当 的 共 形 映 


ゥ ーッ 十 esiny. 射 将 问题 简化 ,也 就 是 把 复杂 的 区 域 共 形 映 射 成 一 个 简单 的 区 域 ， 
上 式 中 , 令 z= 常数 4, 即 得 以 > 为 参数 的 电力 线 方程 : 这 时 ,原来 的 边界 条 件 也 变 成 了 新 的 边界 条 件 . 我 们 这 样 做 能 取 
二 A 十 e*cosy 十 1， 得 成 效 的 主要 原因 是 :一 个 拉 普 拉 斯 方程 的 解 经 过 共 形 映射 仍然 
1 是 相应 的 拉 普 拉 斯 方程 的 解 . 我 们 把 它 写 成 下 列 定理 . 
令 y 一 常数 六, 即 得 以 > 为 参数 的 等 位 线 方程 ， 定理 如果 yg(x,y) 是 拉 普 拉 斯 方程 
1 9 £ 9 9_.0 
り 王 〆 十 e"sin. . 7 oy 
它们 的 图 形 如 图 6.36 所 示 。 的 解 , 那 来 当 g(x.y) 由 一 共 形 映射 变 成 一 个 uw 的 両 数 , 送 人 
DOP Op 
+ da” Rr 
4 [证 ]」 设 包 ==f(z) 二 ur,y) 十 记 (xyy) 为 一 - 共 形 映射 , 它 把 


YKX,Y) 变 成 uov 的 函数 , 那 末 
の の _ WW . du 」 の 。 の dp の du WE 


ar du ar みみ 2xr' gy 2g Av I 2y 
求 二 阶 导数 ,得 
の "の op Mu 


or 24 or’ 


9 2 . du DO 。 cu 


Re I gx 


du 」 の の ー 


dx - ou 了 2 


9 9 dP, NN 
图 6. 36 udu 9r のみ だ dr} ox 
の "の _ 9 の Iu rg の の de 」 の の 9 の 
这 个 问题 也 可 以 看 成 由 两 条 半 直 线 构成 的 开口 槽 中 流体 的 流 Ay du oy du oOy gg 元 2y の 9 の 
や 笃信 线 就 hr ay Ow “ay, "vy 
线 变 成 了 等 位 线 就 是 了 押 这 两 式 相 加 ,得 
“7 拉 普 拉 新 方 程 的 辺 九 值 品 题 9“ の 補う Qu | :Aa 2 
9r 9y oul dx | の だ | 元 | | Ay) | 
在 许多 物理 应 用 中 ,我 们 经 常 遇 到 这 样 的 问题 .就 是 要 求 一 个 oR 9 
元 的 实 函 数 , 它 在 已 知 区 域 中 调和 ,并 且 在 区 域 的 边界 上 满足 已 9ot2z 2 な dy ay) 页 923 | 
知 条 件 . 在 一 些 区 域 比较 简单 的 情形 ,我 们 可 以 从 某 些 热 知 的 解 + 空家 | | 
Rr oT IV 
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由 假设 w テ z 十 gw 是 解析 国 数 ,所 以 u,v 满足 拉 普 拉 斯 方程 ,从 而 
上 式 中 第 一 ,第 四 项 为 零 . 又 因 u,v 满足 柯 西 - 黎 曼 方程 ,所 以 第 


三 项 为 零 . 在 其 余 的 两 项 中 再 用 一 次 柯 西 - 黎 曼 方程 ,得 
ユー 負 名 (市 征 劉 


zr dy de 


dx dx du’ do* 
gp 9* 
= | + 


因为 ww 一/ (x) 为 共 形 映射 ， 所 以 Fa) 天 0， 当 5 十 380 时 ， 
9* の 99 
の 
下 面 举例 说 明 具 有 边界 条 件 的 拉 普 拉 斯 方程 的 解法 . 
例 一 块 金属 薄板 吻合 于 = 平面 中 的 第 一 象限 ,上 下 两 侧面 


均 绝 缘 , 因 此 热流 严格 限制 在 平面 内 . 如 果 边 界 上 的 温度 分 布 如 
6. 37(a) 所 示 , 求 金属 板 上 定常 的 温度 分 布 . 
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图 6. 37 


我 们 知道 ,所 求 的 定常 温度 分 布 了 必 满 足 拉 普 拉 斯 方程 : 
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FT oT 
du dy ~) 

并 满足 第 一 象限 边界 上 的 条 件 . 为 了 便于 求解 ,我 们 用 

ーッ ーー ィ ゲ ーー ツタ 十 2 テッ 

将 > 平面 中 的 第 一 象限 映射 成 zw 平面 中 的 上 半 平 面 , 如 图 6.37 
(2) 所 示 . 这 就 使 问题 变 为 在 多 平面 中 的 上 半 平 面 内 , 按 新 的 边 
界 条 件 解 拉 普 拉 斯 方程 . 我 们 早 就 知道 ,任何 一 个 解析 函数 的 实 
部 和 虚 部 都 满足 拉 普 拉 斯 方程 .所 以 如 果 能 够 找到 一 个 w 的 函 


数 , 它 在 上 半 平 面 内 解析 ,以 及 它 的 实 部 或 虚 部 当 w 勺 实 数 时 取 


得 边 值 ,我 们 就 可 得 到 所 求 的 解 . 

从 图 6. 37(25) 可 知 , 当 w 在 实 轴 上 4 的 右边 时 ,arg(w 一 4)= 
9 与 arg(w 十 1) 一 0 都 为 零 ;在 一 1 与 4 之 间 时 ,二 x,0, 一 0; 在 
一 1 的 左边 时 ,6 二 x,0, 二 x. 所 以 不 难看 出 | 


T=T,+ [7 —T)0 + (7 —7,)0,], (6. 7. 1 ) 
或 T=To 十 二 [CT 一 Toarg(w 一 人 十 (Ts 一 Ti)arg(w 十 1)] 
当 w 取 实 数值 时 ,显然 取得 边 值 . 它 可 以 看 作 是 函数 
Tot LT 一 Toin(w 一 4 人) 十 (Ts 一 TinCo 二 1) 


(6.7.2) 
的 虚 部 ,而 这 个 函数 在 上 半 平 面 是 处 处 解析 的 . 所 以 由 (6.7.1) 得 


T ー100 十 一 [⑩ 一 100) 上 % 十 (100 一 0).] 


1 ー め の)」. (6.7.3) 
这 里 ,0 二 0 一 0 xt の ニー Ttg0 一 ーー , 它 就 是 拉 普 拉 斯 方程 
在 w 平面 中 的 和解 为 了 加 到 。 平面 ,把 (6.7.3) 式 两 边 同 除 以 
> 井 取 正 切 得 
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アナ ー ーー ヘー tg の 」 一 tgO。 


、 2 テッ _ ZZ ツ 
将 tg の 」 ーー タツ 十 1 rtg% ニ ュー ター4 代 人 得 


TXT 一 10xy 
tg 100 (デキ アツ ー3z2 十 8 アー4 
于 是 原 问 题 的 解 为 
100 {arctgB, B>0 
“一 T larctgB+x, ぢ お < て 0 
ー ー10 テ ッ 
其 中 B= (アック 2 一 3z* 十 3 アー4 
从 上 例 的 解法 中 我 们 知道 ,函数 


fw = To 十 二 [CTm Tn(w—u) 
+⑦ ッ ー ア ne 一 ) キ ー キ ュー)In(e 一 )] 
在 上 半 平 面 处 处 解析 ,所 以 它 的 虚 部 
Im[ 7e)]=7。 キ ーー[⑦ ュ ー7。)arg 一 ws) 


十 (Ts 一 Ti)arg(w 一 届 ) 十 十 (Twtl —77,)arg(w— i,) 」 
在 上 半 平 面 内 是 拉 普 拉 斯 方程 的 解 ， 而 且 这 个 解 在 实 轴 上 取得 图 
6. 38 中 所 示 的 边 值 . 
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1. 解析 函数 导数 的 辐 角 与 模 的 几何 意义 及 其 性 质 

设 ww 二 f(z) 为 区 域内 的 解析 函数 ,zo 为 也 内 一 点 . 

(1) 导 数 三 (zo) 兴 0 的 辐 角 argf"' (zo) 是 曲线 C 经 过 名 == f(z) 
映射 后 在 zo 处 的 转动 角 . 它 的 大 小 与 方向 跟 曲 线 C 的 形状 与 方 
向 无 关 . 即 了 映射 w=J(z) 具 有 转动 角 的 不 变性 . 

(2) | 了 (zo)| 是 经 过 映射 ww 二 f(z) 后 通过 的 任何 申 线 CC 在 
zo 的 伸缩 率 , 它 与 曲线 C 的 形状 与 方向 无 关 , 即 映射 ww 二 f(z) 具 
有 伸缩 率 的 不 变性 . 

2. 共 形 映射 或 保 形 映 射 的 概念 

设 思 = 二 f(z) 为 区 域 DD 内 的 解析 函数 ,zo 为 也 内 一 点 ,如 果 
了 ' (zo) 天 0，, 那 末 通 过 ze 的 任何 两 条 曲线 Ci 与 Ci 之 间 的 夹 角 , 在 
其 大 小 和 方向 上 都 等 辣 于 经 过 w==f(z) 映 射 后 跟 C) 与 C, 对 应 的 
曲线 站 与 之 间 的 夹 角 , 即 映射 ww 二 f(z) 具 有 保持 两 曲线 间 夹 
角 的 大 小 和 方向 不 变 的 性 质 , 称 为 保 角 性 . 凡 具 有 保 角 性 和 伸缩 
率 不 变性 的 映射 称 为 共 形 映 射 .之 所 以 也 称 保 形 映射 的 原因 是 : 
因为 映射 在 导数 不 为 零 的 点 x 的 邻 域内 ,将 一 个 任意 小 三 角形 映 
射 成 含 zo 对 应 点 wo 的 一 个 区 域内 的 一 个 曲 边 三 角形 .这 两 个 三 
角形 的 对 应 角 相 等 ( 保 角 性 ), 对 应 边 也 近似 成 比例 (伸缩 率 的 不 变 
性 ), 因 此 这 两 个 三 角形 近似 相似 . 这 是 保 形 映射 名 称 的 由 来 . 

3. 分 式 线性 映射 zw 一 -5 可 以 看 成 是 由 下 列 各 映射 复 合 而 
成 : 

1° と ー ぇ 十 6 立 是 一 不平 移 変 挨 , 

2° 7 一 尼 , 这 是 一 个 旋转 与 伸缩 变换 ， 

3" w 一 方 , 这 是 一 个 反 演变 换 ， 

由 于 它们 在 扩充 平面 上 都 是 一 一 对 应 , 且 具 有 保 角 性 、 保 圆 性 、 保 
对 称 性 ,因此 ,分 式 线性 映射 也 具有 保 角 性 、 保 圆 性 与 保 对 称 性 . 
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除 此 而 外 , 它 还 有 可 用 三 对 相 异 的 对 应 点 唯一 确定 的 性 质 : 设 三 个 
相 异 点 zzyes 对 应 于 三 卓二 導 知人 チー 
个 分 式 线性 上 映射: 


TO TCU] て ヴューー て の 2 必 一 之 ] 之 3 一 人 2 
Wa Ws (1) 


Ce 


wwW, て の ミー の 」。 ター を を 一 名 

上 式 左 端 的 式 子 ， 通 常 称 为 四 个 点 の wo の zr の 的 交 比 ， 因 
此 ,我 们 把 上 式 的 含义 说 成 是 分 式 线性 映射 具有 保持 交 比 不 变 的 
性 质 ,或 保 交 比 性 ， 

分 式 线性 映射 是 共 形 映 射 一 个 重点 内 容 , 所 以 我 们 对 它 所 其 
有 的 各 种 性 质 必须 彻底 弄 懂 、 弄 清 ， 要 熟练 掌握 并 会 应 用 . 这 些 性 
质 常 说 用 来 寻找 一 些 入 音 而 典型 的 区 域 之 问 的 共 形 映 和 我 们 讲 
过 的 有 

(1) 上 半 平 面 映 射 成 上 半 平 面 的 映 射 它 的 形式 是 

ニー > 十 の 
cz<+d 


其 中 2, の >c の 都 为 实 常数， 上 ad 一 pc>>0( 见 第 六 章 习 题 第 9 题 )， 
具有 这 一 一 形式 的 映射 也 把 下 学 平面 获 射 民 下 下 本 求 这 种 
映射 常 在 实 轴 上 到 定 三 对 相 异 的 对 应 反 : 
Zl Zs て の 」 2s 
代入 (1) 式 即 得 . 这 里 ,wi(i 二 1，2，,3) 均 为 实数 . 
(2) 上 半 平 面 映射 成 单位 圆 内 部 的 映射 ” 它 的 形式 是 
イッ ァ ーA 
i | 
其 中 日 为 实数 ,A 为 上 半 平 面 内 映射 成 圆心 ww 二 0 的 点 ・ 
(3) 单 位 园 册 射 成 单位 加 的 映射 、 它 的 形式 是 
(lal<1), 
] 一 和 z 
其 中 gp 为 实数 ,ae 为 单位 圆 |z|<1 内 的 任意 一 点 ・ 
4. 几 个 初等 函数 所 构成 的 映射 
・ 240・ 
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(1) 窒 函数 w 二 x" 这 一 映射 的 特点 是 :把 以 原点 为 顶点 的 角形 
域 映射 成 以 原点 为 顶点 的 角形 域 ,但 张 外 的 大 小 变 成 了 原来 的 
倍 . | 
(2) 指 数 函 数 中 一 e* 这 一 映射 的 特点 是 :把 水 平 的 带 形 域 0 ご 
Im(z)<<a(a<27) 映 笑 成 角形 域 0<argw<a 

把 这 两 个 函数 构成 的 映射 与 分 式 线性 映射 联合 起 来 使 用 可 以 
解决 一 部 分 简单 区 域 之 间 的 变换 问题 . 例如 要 求 一 个 把 角形 域 
一 二 <argz< < 英 射 成 单位 圆 的 映射 , 那 末 我 们 可 以 用 一 个 宕 函 


上 和央 析 和 下 形 共用 人 
射 再 将 半 平 面 映射 成 单位 圆 ， 易 知 映 射 《 一 尺 可 将 一 各 <<argz< 


车 映射 成 右 半 平面 Re(s)>0. 其 次 用 旋转 映射 + 二 沦 将 此 右 半 平 


面 映 射 成 上 半 平 面 Im(e)>0. 最 后 过 映射 n= 全 将 上 半 平 面 
映射 成 单位 图 |w| 二 1( 图 6.39). 从 而 得 所 来 的 映射 w 一 


ーー 1 


2 十 1 


图 6. 39 


为 了 进 一 步 开阔 解 题 思 路 ,我 们 再 作 几 点 说 明 . 
1° 如 何 把 图 6.40(a) 中 由 两 个 圆 弧 (一 个 可 以 是 线段 ) 所 围 成 
的 区 域 共 形 地 映射 成 以 原点 为 顶点 的 角形 域 ? 如 图 6.40( の . 
设 a 与 6 为 两 圆 弧 的 交点 . 我们 知道 ,如 果 某 个 分 式 线性 映 
・2 タ 47・ 


L: 
C, 
gy -C: し ac クー 
| | (a) | 7 0 (5) 


图 6. 40 


射 把 a 映射 成 原点 ,65 映射 成 无 穷 远 点 , 那 末 圆 弛 Ci 与 Cs 就 映射 
成 从 原点 出 发 的 两 条 射线 工 与 Lz. 这 两 条 射线 构成 一 个 顶点 在 
原点 而 角度 为 a 的 角形 域 . 这 个 分 式 线性 映射 显然 可 由 下 式 


z—a 
w=k ァ ー ム 


来 表示 ,其 中 有 & 为 待定 的 常数 . 

如 果 要 使 二 与 正 实 轴 :o 一 0,z>0 重合 ,只 需 在 Cl 上 与 正 实 
轴 上 取 定 一 对 对 应 点 ,以 确定 的 值 . 例如 ,要 求 一 个 把 图 6.41 
(a) 中 半径 为 RR 的 上 半圆 映射 成 图 6.41(8) 中 第 一 象限 的 分 式 线 
性 映射 ,我 们 可 以 这 样 求 :用 一 个 分 式 线性 映射 把 z 二 一 R 与 z= 二 R 


(pp) 


图 6. 41 


分 别 映射 成 也 一 0 与 由 一 co 并 将 z 王 0 映射 成 也 一 1, 那 末 Ci 放映 
射 成 芭 平 面 内 的 正 实 轴 ，, 由 于 半圆 弧 Cz 与 直径 Ci 正 交 ,Ci 当 映 


・ 24 グ ・ 


经 过 平移 ,旋转 与 伸 长 等 变换 映射 成 带 形 


射 成 也 平面 内 的 正 虚 轴 ( 这 里 利用 了 在 解析 函数 的 映射 下 ,交角 
的 方向 不 变 ). 故 有 w 一 k(z 十 R)/(zーR), 且 1 一 (一 1). 从 而 有 


_ を 十 R 
2 一 并 


这 就 是 所 求 的 映射 . 

2 如 何 把 图 6.42 中 两 个 相 切 的 圆周 所 围 成 的 区 域 吾 映射 成 
以 原点 該 頂点 的 角形 域 (0<<arg と ご 8)? ] 

首先 ,用 一 个 分 式 线性 映射 把 图 6.42 
中 的 区 域 百 映射 成 一 个 带 形 域 0 过 Im(w) 
<0. 这 十 不 难 做 到 的 ,我 们 只 要 把 切 点 (xz 
三 2) 映射 成 无 穷 远 点 (w= 二 00), 这 时 CG， 
C。 的 象 是 两 条 平行 直线 ,从 而 区 域 B 映 
射 成 某 个 带 形 域 . 然后 再 把 这 个 带 形 域 


域 0<<Im(ro)<6, 并 使 Ci 与 Cs 的 象 分 别 
为 Im(w) 二 0 与 Im(w)==6. 这 个 把 区 域 
B 映射 成 0 ご Im(w)<8 的 分 式 线性 映射 显然 可 由 下 式 来 表示 ， 


之 一 

ァ ー ク 
其 中 站 与 为 待定 常数 . 例如 要 映射 成 的 带 形 域 是 0 ご Im(w) ご 
r, 那 末 在 C 1 与 C2 上 分 别人 选取 适当 的 点 Xi 与 之 2 三 w=0 与 w=7z 
相应 (图 6. 43) ,从 而 确定 与 a 的 值 . 


w=k 


243・ 


其 次 , 再 利用 を 一 〆 把 带 形 域 0 ご Im(w) ご 9 映射 成 角形 域 0 
<<argC< て O. 「 “ 

3° 我 们 不 难 验 证 :映射 w= 二 一 e。 “把 半 带 形 域 映射 成 半 单 位 圆 
(图 6.44) 


图 6.44 


综 上 所 说 ,要 把 一 个 区 域 映 射 成 上 半 平 面 或 单位 圆 , 关 键 的 一 
步 是 把 它 映射 成 角形 域 ,希望 读者 把 课文 中 的 例子 细 加 琢磨 ,使 在 
解 题 时 对 解 题 的 步骤 能 做 到 心中 有 数 ， 

例如 要 求 一 个 把 圆 扁 形 0<argz テ 0 ご |*| マ 1 映射 成 单位 
周 |w | <1 的 映射 .显然 我 们 不 能 认为 宕 函数 也 = 对 所 构成 的 映 
射 就 是 所 要 求 的 映射 ,因为 它 把 圆 扇形 映射 成 了 去 掉 治 正 实 轴 的 
半径 后 的 单位 圆 . 我 们 可 以 用 5= 叶 将 遍 形 映射 成 上 半 个 圆 . 其 
次 用 :二 一 注 4( 见 1°) 将 上 半 个 图 映射 成 第 一 象限 ,再 用 4 一 


把 第 一 象限 映射 成 上 半 平面 最 后 用 mg 一 全 二 :映射 成 单位 贺 | 
二 1( 图 6.45). 因此 所 求 的 映射 
〆 十 11“ . 
ー [| ーー ( 十 1)* 一 (一 1)2 
ーー | + ー (2 士 1)* 十 (一 1 


** 一 1 
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1. 求 ゅ ニッ 在 x 一 i 处 的 伸缩 率 和 和 转动 角 . 问 ;w=zx? 将 经 过 点 z=i 且 
平行 于 实 轴 正 向 的 曲线 的 切线 方向 映射 成 也 平面 上 那 一 个 方向 ? 并 作 图 . 
2. 一 个 解析 函数 所 构成 的 映射 在 什么 条 件 下 具有 伸缩 率 和 转动 角 的 不 
变性 ? 映射 w==z’ 在 < 平面 上 每 一 点 都 具有 这 个 性 质 吗 ? 
3. 设 w 一 了 f(z) 在 zo 解析 , 且 了 (zo) 关 0. 为 什么 说 :曲线 C 经 过 上 映射 w 
二 f(z) 后 在 zo 的 转动 角 与 伸缩 率 跟 曲 线 C 的 形状 和 方向 无 关 ? 
4. 在 映射 w= 二 站 下 ,下 列 图 形 映 射 成 什么 图 形 ? 
1) 以 名 二 i 二 一 1,z; 二 1 为 顶点 的 三 角形 ; 
2) 岡城 ー1|S1. 
5. 证 明 :映射 w=z 十 二 把 圆周 |z| 二 c 映射 成 椭圆 ， 
= | c 十 二 jcosb， o=| < 一 二 jsinb 
6. 证 明 ; 在 映射 w= 二 e* 下 ,互相 正 交 的 直线 族 Re(z)==c 与 Im(z) 二 cs 依 
次 映射 成 互相 正 交 的 直线 族 "一 xtgct 与 圆 族 必 十 只 一 ez. 
7. 映射 w==z? 把 上 半 介 岡 域 , lz!<R,Im(z〕)>0 映 射 成 仕 名 ? 
8. 下 列 区 域 在 指定 的 映射 下 映射 成 什么 ? 
1) Re(z)>0,w=iz+i 
・225・ 


2) Im(z)>0,w= (1 十 り の sj 
3) 0<Im(z)< 志 ,w= 1 


ー 5 
を 


4 Re(z)>1,Im(z)>0mw= 二 


5) Re(z)>0,0<Im(z)<1,w==. 


9. 如 果 分 式 线性 映射 中 二 冬 卫 5 将 上 半 平 面 Im (z) 之 0, 1) 映射 成 上 半 
平面 Im(w) >0; 2) 映射 成 下 半 平 面 In(w)<0, 那 未 它 的 系数 满足 什么 
条 件 ? 

10. 如 果 分 式 线性 映射 w 一 毕 -2 将 = 平面 上 的 直线 映射 成 w 平面 上 的 
lz | 二 1, 那 末 它 的 系数 应 满足 什么 条 件 ? 


11. 试 证 :对 任何 一 个 分 式 线性 映射 ww 二 经 二 4 都 可 以 认为 ad 一 bc 一 1. 
12. 试 求 将 |z| 过 1 映射 成 |w 一 1| 达 1 的 分 式 线性 映射 . 
13. 设 w=e"| ーー | , 试 证 :9Y% 一 argw (a). 
14. 试 求 将 圆 域 |z| 二 R 映射 成 圆 域 |w | 过 1 的 分 式 线性 映射 ， 
15. 求 把 上 半 平面 ln(z)>0 映射 成 单位 圆 |w| <1 的 分 式 线性 映射 w 
二 f(z), 并 满足 条 件 : 
DF)=0,f(—1)=1; 
2)f(1)=0,argf” (i)=0; 


DfD=1,f0=— 


| V 5 
16. 求 把 jz|<1 映 射 成 lzo| 一 1 的 分 式 线性 映射 ,并 满足 条 件 ， 
17| = パー や ニュ 37| 訪 ) 一 0.arg7 | 今 ) = の 
2 の 7| 二) =ovarg 庆 [于 | = 于 の 7@) =aargf' (の 


17. 把 点 一 1 一 分 别 映射 成 点 w= 二 1,0, 一 1 的 分 式 线性 映射 把 单位 
園 |>| ご 1 映射 成 什么 ?并 求 出 这 个 映射 . 
18. 求 出 一 个 把 右 半 平 面 Re(z)>0 映射 成 单位 圆 |w| 过 1 的 映射 . 
“19. 把 下 列 各 图 中 阴影 部 分 所 示 ( 边 界 为 直线 段 或 圆 弧 ) 的 域 共 形 地 上 且 
互 为 单 值 地 映射 成 上 半 平 面 , 求 出 实现 各 该 映射 的 任 一 个 函数 : 


・ 246・ 


Im{(z)>1, lz| <<2 


(3) (4) 


|z|<2,0<argz<< 工 1zj>2,0<Argz< > 


・ グ 4Z・ 


“20. 求 把 上 半 x 平面 映射 成 w 平 面 中 如 下 图 所 示 的 阴影 部 分 的 映射 ， 


(5) (6) 
， 井 使 z=0 对 应 于 A4 点 ,x 一 一 1 对 应 于 BB 点 . 


ノー し ] 4 ル 
7」Y_ 2 
AD) 


2 A 第 20 题 图 


沿 连结 点 一 0 和 z=az 的 单位 圆 的 外 部 , 且 沿 虚 轴 由 i “21. 求 把 下 图 中 所 示 的 阴影 部 分 映射 成 上 半 平 面 的 映射 ,并 使 4 点 对 应 
线段 有 制 痕 的 上 半 平 面 . 并 到 oo 有 割 痕 的 域 ・ 于 zx 一 一 1,O 点 对 应 于 z=1. 
(7) 8 


第 21 题 图 


“22. 求 出 附录 中 6、9 与 12 三 个 关于 区 域 变 换 的 映射 . 
“23, 求 在 平 面 中 第 一 象限 外部 的 等 温 袋 方 程 . 已 知 在 正 实 轴 上 的 温度 
アー テ 100 で , 在 正 虚 邊 上 的 温度 アテ 0 で C. 
提示 :在 求 将 上 半 < 平面 映射 成 也 平面 中 第 一 象限 外 部 的 映射 时 , 令 
之 二 一 1 对 应 于 ww 二 1,z 二 0 对 应 于 w= 二 0,z 二 1 对 应 于 w=i. 


(10) 


Re(z)>0,0<Im(z)<a 
第 19 题 图 


a<Re(z)<b 
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附 录 』 


区 域 的 変換 表 


在 表 中 的 每 组 图 形 下 , 注 有 映射 函数 ,并 在 图 形 上 注 明 了 对 应 点 , 边界 
的 对 应 部 分 也 用 字母 注 出 ， 以 便 读者 查阅 . 
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シン ノノ 
ンク グー ,gee 3 gg トーニー 
— ix/2 HF’ 1. e( ヶ 一 135Im と ) 一 ST 8 1323 lz 7 


argz 一 _arctg( 二 ). 
ど 十 1 ] 3 
9 


w=ln 一 
el Re( = ( ) ニ ー マ タニ マエ で | | 一 
Re っ simlz 2 3 を 2 2 79 


argz 王 一 arctg【 す ). 


Re()= ーー:Im( う ニー135z ニ ー テ 13; zl=3 V29; 


13 
34 
2 9 


2 
26 
argz—arctg( 7 ノー 
NRe(z)=13Im(z) = ~ 32 1+ 3 Iz|= 二 ~ 10; 


arg タ ーー arctg3. 


r=1, y=11. 
SN 不成立 。 例如 2 一 i。 但 当 x 为 实数 时 ， 等 式 成 立 . 
で 、 i+lal. 

4) 假 ; 


て 真 ; 2) 真 ; 3) 假 ; 
5) 假 ; 6) 一 般 不 真 ; 7) 真 . 


T 
s 一 一 


osr 十 sinz 近 6 


8. 1 十 isin 一 一 ef 2) 一 


3) 1 十 V 3i=2 (cos 本 十 isin 二) =2e3'; 


ーー nm oocin 于 イー の (TT 
4) 1 Cos の 十 sim の 2sin 2 [ cos (っ 7 フ 十 zsin (っ 2 ) ] 


一 2sin っ の お 、 
27 TT 時 
5) ココ エー マツ 2 (cos ユ isin 一 ) “23e-¥, 
(cos5g-+isin5%° ] 
ーー cos199 十 zsin199 一 e 9 ， 
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9. 1) >zー ョ 十 4, 2) z= 二 xz! (cose 十 sing) 二 zye*， 其 中 z= 二 x 十 iy; 1 一 
1 十 1yi1， A= 


10. 


14. 


16. 


21. 


a+m. 
模 不 变 ， 辐 角 减 小 元 . 


1) 一 16 V 3 —16i; 2) —8i; 3) + i， 


2 2 2 
4) Y 2 | cos 喜一 sim 2 
12 
2 [cos F +isin 中 ・ 
z 王 4 を (一 0， 士 1， 士 2，…)， 
D 1+V3i, 一 2，1 一 3 
2) cie-2 十 er (cos V 3 xz 二 casin W 3 7. 


. zx 与 一 z 关于 原点 对 称 ; 


z 与 三 关于 实 轴 对 称 ; 

z 与 一 z 关于 虚 轴 对 称 ; 

= 与 二 的 位 置 关系 参看 第 6 章 82 图 6.8. 
1) 位 于 = 与 z 连 线 的 中 点 ; 

位 于 与 mw 连 线 上 ,其 中 4 一 | 各 | ， 
3) 位 于 三 角形 zizzz。 的 重心 . 

1) 以 5 为 中 心 ， 半径 为 6 的 圆周 ， 

2 


デア 


2 


ne 


er 


4) 直线 y=3; 

5) 实 轴 ; 

6) 以 一 3 与 一 1 为 焦点 ,长 轴 为 4 的 椭圆 ; 
7) 直线 y==2 及 其 下 边 的 平面 ; 


8) 直线 -一 这 及 其 左边 的 平面 ， 


We 


9) 不 包含 实 轴 的 上 半 平 面 ， | 
10) 以 ; 为 起 点 的 射线 > 一 z 十 1 ( ヶ >0). 
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|, アツ 2 [eos 2 tisin 人 


中 心 在 一 22， 半 径 为 1 的 圆周 及 其 外 部 区 域 , 
3) 直线 x 二 一 


22. 1) 不 包含 实 轴 的 上 半 平 面 ， 是 无 界 的 单 连通 域 ; 

2) 圆 (zx 一 1): 十 交 一 16 的 外 部 区 域 〈 不 包括 圆周 ) ， 是 无 界 的 多 连 
通 域 ; 

3) 由 直线 z ェ ー0 与 z=1 所 构成 的 带 形 区 域 , 不 包括 两 直线 在 内 , 是 
无 界 的 单 连 通 域 ; 

4) 由 圆周 x? 十 y=4 与 2 十 六 二 9 所 围 成 的 圆 环 域 , 包括 圆周 在 内 ， 
是 有 界 的 多 连通 闭 区 域 ， 

5) 直线 x 二 一 1 右边 的 平面 区 域 , 不 包括 直线 在 内 ,是 无 界 的 单 连 
通 域 ; 

6) 由 射线 9 一 一 1 及 0 一 一 1 十 x 构成 的 角形 域 , 不 包括 两 射线 在 内 ， 
即 为 一 半 平 面 ， 是 无 界 的 单 连通 域 ; 

7) 中 心 在 z 一 一 世 , 半径 为 所 的 圆周 的 外 部 区 域 (不 包括 圆周 本 身 
在 内 ) 是 无 界 的 多 连通 域 ，; 

8) 椭圆 所 十 艺 一 1 及 其 围 成 的 区 域 ， 是 有 界 的 单 连通 闭 区 域 


9) 双 曲 线 4z 一 让 = =1 的 左边 分 支 的 内 部 ( 即 包括 焦点 > ニー2 的 


那 部 分 ) 区 域 是 无 界 的 单 连通 域 ; 
10) 圆 (z 一 2)2 十 〈y 十 1)2 一 9 及 其 内 部 区 域 ， 是 有 界 的 单 连通 闭 区 


域 . 
25. 1) 直线 y= ヶ ; 2) 椭圆 ， 次 十 十 次 =1 
3) 等 轴 双 曲线 ; zy 一 1; 
4) 等 轴 双 曲线 : zy 二 1.( 第 一 象限 中 的 一 支 ); 
5) 双 曲 线 ， ーー 


1 
DE なー が 1 
7) アーン ダ wew そ . 
26. 1) 病 周 : の ーー 2) 直线 ， v= us 


3) 園 周 Gu 一 アパ + ぴー ニー」 4 直线 一方， 
27, 1) デー お os デー2 十 275 ws=8z. 
2) 0<<argto< て アテ. 


・ 261・ 


第 二 


第 三 章 
2. 1) 在 直线 z 一 一 却 上 可 导 ， 但 在 复 平面 上 处 处 不 解析 


1. 1)，2)，3) 都 等 于 二 (3 二 站" 


2) 在 直线 V 2 z 士 V 3 y=0 上 可 导 , 但 在 复 平面 上 处 处 不 解析 ， 


3) 在 原点 z=0 处 可 导 ， 但 在 复 平面 上 处 处 不 解析 ; 


1 5 . 1 5 . 
2。 ー で すり ーー 

4 在 复 平面 上 处 处 可 导 ， 处 处 解析 . 3 不 一 定 成 立 ， 例 如 ， 太 (z) 一 =，C: jz| 一 1， 这 时 两 者 均 不 为 零 

5 

6 


3. 1) 在 复 平面 上 处 处 解析 ,了 f' (>) 一 5(Cz 一 1)43 * 1) dn; 2) Bx. 
2) 在 复 平面 上 处 处 解析 ,了 7 (x)= 3z? 十 2i; . 1) 0; 2) 0; 3) 0; 4) 27rr3 
3) 除 = 一 士 1 外 在 复 平面 上 处 处 解析 , 记 (>) 一 一 -2 5) 0， 6 Fj [依据 柯 西 - 古 萨 基本 定理 或 柯 西 积分 公式 
ad . . 
4) 除 = 一 一 二 (ce 天 0) 外 在 复 平面 上 处 处 解析 , 挛 (>) 一 [2 二 0 1 Doe の De 
Cx 、 
4. 1) 0, +i; 2) —1, +i. 4) 0; 5) 0; 6) 0; 7) 0; 
6. 1 ~ 5) 優 ; 6) 真 . 8) 0; 9) 0; 10) 地: 
8. n=/ 一 一 3，m 二 1. 1 1 
11. 全 部 正确 . 8. 1) 0; 2) 3 3) (r— 5 sh2x) 1; 
12. 1) を zi 2 ) hr 十 3) (2A 十 1 ) rs 4) hr 一 本 4 0; iti cml 
送 里 を 一 0, 土 1, 土 2。 … 6) elt satslt sthl) tii, 
15. 1 ) (2k 一 地 ) xi, 主 值 为 一 二 ;i， 9. 1) 147t; 2) 0 3) 0; 4) 27r7; 
， 5) 0, 当 |a|>1; xei, 当 lel ご 1. 
2) ln5 一 zarctg 一 十 (2k 十 1) xi， 主 值 为 In5 十 〈x 一 arctg 3) i. 14. 当 a 与 一 < 都 不 在 C 的 内 部 时 ， 积 分 值 为 0; 
当 a 与 一 a 中 有 一 个 在 C 的 内 部 时 ， 积 分 值 为 xi; 
16 ー-76* る / ， 一 2 . . 
・ 3 ーッ e 《1 十 六 3 e ( cosln3 十 isinln3); 当 a 与 a 都 在 C 的 内 部 时 ， 积 分 值 为 2xi. 
cos In2 In2 - 16. 不， 例如 中 1 gz=0 (7 之 2) 
2 2 C2 
21. 1) を rr (k=0, ……) ， ュー 
を 4 (k 一 0。 土 1, 土 2, …), 19. 基 . 因 カ ーー 在 B 内 处 处 解析 . 
2) Th. 7 1 (一 0， 十 ] 。 十 2， …); 23. 是 ， 
3) Zh (24 十 广 ) I (k= 0,， 十 1]， 士 2， *・) 。 24. 不 是 
25. 不 对 . 


24. 1) v(z) 一 2(0z 一 站 流 线 :z(y 十 1) 一 cl 等 势 线 :z2 一 (y 十 1)2 一 cv 


ーッ 29. 1) z 三 ci(。r 十 の y) 十 cz 2) z 王 ciarc tg Te 
2) wv (z) 王 32 流 线 : (3 デア ーッ) y 二 c1; 等 势 线 :> (Xx — 37?) 一 co; 5 


30. 1) (1—Dz tic; 2 ーー ; 3) —i(z—1)’; 
线 : 一 一 全 一， 等 热线 2 を 
(デー ダ 十 1)2 十 4z2y2 “1 4) Inz 十 C. 「 


アテ ーー 2 十 
CT ee 31.p=1, 〆 十 c ;p=—1, —e +c. 
・260・ ] 
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DU [es 
第 四 章 3) 之 /On 二 De 二 DR 一 1 
1. 1) 收 伍 ， 极 限 为 一 1; 


网 最 限 为 0 4) 六 > ロー il 一 (十 让 了 了， R=, 
3) 发 散 ; i Oe | 
4) 发 散 ; 5)1 十 2 2 一世 | 2 一 | 十 人 | 2 一 下 …) ポー 


5) 收 仑 ,极限 为 0. 
3，1) 原 级 数 收 仿 ， 但 非 绝对 收敛; 
2) 原 级 数 收敛 ， 但 非 绝 对 收敛 ; 


0 + を ー…, R=1. 
15. 不 正确 . 用 长 除法 所 得 到 的 两 式 , 使 它们 成 立 的 z 值 的 范围 不 同 , 因 


3) 原 级 数 收敛 ， 且 为 绝对 收敛 ， 此 不 能 相 加 . 
・ 2 3 
4) 原 级 数 发 散 . 16。 1) |…+ 訪 キ オー ター テー テー イー8 6 
. 
4. 1) 不 正确 ， 参 看 本 章 $ 2 中 的 例 , っ 
2) 不 正确 ， 参 看 本 章 8$2 中 每 级 数 的 性 质 ， 2) Data) ， Tr 
3) 不 正确 ,例如 函数 f(z) = ニー (3z 一 z) 在 = 一 0 处 连续 , 但 不 可 ぶ や 
导 ， 因 此 不 能 展开 成 泰勒 级 数 . 9) -Da 
5. 不能 「 _ 1 1 1 1 ..。 
1 1ーー 2! 2 31 2 4! 本 
6. 1) 1; 2) 0 3) 一 一 』4) 1; 5) 1; 6) co. 
/ 2 5 や 1) 一 re , 0 テー ご 1. 
11. 1) 一 2 十 zs 一， 民 一 1 
2) 1 一 2 2 4 一 som, ーー a 
i 1 めこ に 
3) ーー R= oo. # = 0 
4! 61 ; 1 
4 = 十 村 十 志士 …，R 一 co の ーー DTDT Da 
、 2 4 
5)1 寺 テキ ニー+…, oo 7)1— 3 9 を ダー2 ジコ ーー を "3 で | | て 4 
21 4! ] 2 大 13 
2 4 所 PP， ぴい. 
6 = 十 z 十 可 十 …， 有 一 cei 1 キル (83・2 を コー2・3ー リ De,4 て > て oo」 
为 一 】 
7) ， ー 二 ダー R=1; 19. 1) 0; 2) 2xi; 3) 0 ;4) 27r7， 
， ] . 20、 2xi. 
8) 1 * 一 一 て 一 。。 
加 ヶ 十 | cos1 ij + | 3 cos] sinl | 2 3 十 ， 第 五 章 
1.1) zx 一 0, 一 级 极点 ;z 二 土 i, 二 级 极点 ; 
12. 1) > (—1)” 「 ペ ーー , R=2; 2) z 一 0, 二 级 极点 ; 
| 3)z 一 1 ,二 级 极点 ;z 二 一 1, 一 级 极点 ; 
2) > (| a デリ 」 (z—2)", R=3 | 4) = 一 0 ,可 去 奇 点 


・ 262・ ・ 263・ 


5) z 二 十 i, 二 级 极点 ,z= 二 (2k 十 1)7 (二 1 ,十 2，…) ,一 级 极点 ; 
6) z 二 1 ,本 性 奇 点 ; 


6) 当 |lal|<iol<1 或 1< lal< 1 时 ,积分 等 于 零 
当 |a| 过 1 过 15| 时 ,积分 等 于 


7) z 一 0 ,三 级 极点 ;zs 一 2kri (一 士 1， 士 2，…) ,一 级 极点 ュー 2z(2z 一 2)!』 
ー 「 《一 二 一 一 人 全 一 一 
8) 4 一 6 于 (一 0,1,2,… wn 一 了 ,的 为 -级 极点 ， 
10. 1) 可 去 奇 点 ; 留 数 为 0; 
一 ， 加 』 士 :二 i 一 2 一 乡 点 . = 
9) > 一 0 ,二 级 极 ， V pr , 士 | V kx (RE 一 1 ,2 …), 均 为 一 级 极点 2) 本 性 奇 点 ; 留 数 为 0; 
4. 10 级 极点 


6. 1) 十 n 级 极点 3) 可 去 奇 点 ; 留 数 为 一 2. 
* ニオ 7 mn よさ s 


] ] 11. 1) 一 shl; 
2) z 二 a 当 タ ー ぁ 時 一 ヵ 角 概 点 』 当 カズ ヵ 時 メー な 级 零点 ; 当 m 
2) 0. 
一 2 时 ,可 去 奇 点 ; 
、 、 12.1) 2x; 
3) z 二 a 为 极点 ,级 ( 数 ) 为 mn 中 的 大 者 ; 当 m= 二 =n 时 ,zx 二 a 为 极点 ， ] 2 
级 ( 数 )<<m, 也 可 能 是 可 去 奇 点 . 3 | 
7. 不 对 . 因为 孤立 奇 点 的 分 类 必须 根据 在 这 个 奇 点 邻 域内 的 洛 朗 展开 3) 当 ヵ デ 1 时 ,积分 等 于 零 ; 当 n= 二 1 时 ,积分 等 于 2xii 
式 来 决定 ,而 题 中 的 展开 式 不 是 在 :二 1 的 邻 域 中 的 洛 朗 展开 式 . 13. 1) TF， 2) Gla ツタ ー め )。 9 
] 3 
8. ] R 2 1 — 4 ーーー ョ 
) ResL7 Ce 0. 2 ResLf Cz),2] 2 4) 二 ; 5) re lcos2; 6)xe!. 
2) Res[ f(z),0]=— 和 4， 2 V 2 
や て て ーー 3. 15.1) 2xi; 2)2xri; 3) —4zxi ; 4) 0. 
3) Res[f (2) i]—— Si Res[ fx), 一 コー 第 六 章 
: 7 ir ーー の 。 。 i ー ロロ 5 て 日 
4 Res[ fo) ,kr 十 于 = CD k=0 , 士 ]， 士 2 1 伸缩 率 , | 三 25 施 转 角 :,Argw の ニテ 1 平面 寺崎 物 的 正和 
;) Rare Lo 2. 在 导数 不 等 于 零 的 条 件 下 具有 伸缩 率 和 旋转 角 的 不 变性 ;映射 ww 一 = 
=0 ~ っ “过 性 . 
a) Res f(z),0]=— 上 , 在 z=0 处 不 具有 伸缩 率 和 旋转 角 的 不 变性 
6 4. 1) 以 テー1 * Ye 一 一 』 ws 二 i 为 顶点 的 三 角形 ; 
7) Resl f(z),0]=0; Res[ f(z) Ar ji 一 (一 1 入 为 不 等 于 零 的 整 2) 圆 域 ， lw 一 | 1. 
数 ， 7. 圆心 在 原点 、 半 径 为 尺 、 且 沿 由 0 到 尺 : 的 半径 有 割 痕 的 圆 域 . 
8) Res[L7(z) ,CE 十 三 )x] 一 1， 为 整数 ， 8. 1) Im(w)>1; 
9. 1) 0， 2) Imtw) >Relw); 
2) 4 ez 3) tw >1, Im (oo) で 0 
ー3 f _1 1 。 
3) 当 mm 为 大 于 或 等 于 3 的 庁 数 時 , 和 分 等 (一 1) デー ;m 为 其 Du la m0 
他 整数 或 0 时 ,积分 等 于 零 . 5) Re(w)>0, lw— i>, Im(w)>0; 
4) Zis 9. 1) ad 一 pc>0 ;2) ad—bc <0. 
5) 一 127 


10. ad —bc#0, lal=lcl. 
・ ググ 64・ 。265・ 


名 词 索 引 


括号 中 的 数字 表示 页 数 分 式 线性 映射 ( 双 线 性 映射 ) 
《3 ーー ] ~ 的 保 魚 性 で ぐ …………… (195) 
Dw 一 一 对 应 …ーーーー……… (25) 的 保 園 性 ee (196) 


2) ーー デー リロ 。 ンー 的 保 対 称 性 ……………・ (197) 
円 一 之 - 
一 的 保 交 比 性 ……………… (240) 


2 一 > 反 演 恋 換 ……………ーーー… (195) 
1 ? ワ ーー の -| | 力图 数 0 ) 


1— Zw 1 一 > ー _ 五 
17. 把 単 位 岡 |>| 1 映 射 成 平面 上 的 下 半 平 面 , 一 思 
(十 门 (z 一 门 平均 值 ee (86) 


ニー W 只 4 トイ イイ 16 
(++: | が 玉 税 分 的 主 償 語数 面 数 ーー 72 


边界 对 应 原理 ee の 23 ) 


加 


| 
周 


回 | 


Zu 


18. w=e?| デー) ,其 中 Ret の 0.2 为 任意 实数 


加 


车 


/一 3 

19. 1) w= — 半生， 2) 由 一 に 2 は 内 点 ee (18) 7 
*ー マ 3 ー』 ー ツ 2 (十 门 弁 集 ……… いい ーー ムー (18) 

3) w= 8 ^) [3 

; て の ニー ーー ; 


ーー16 >273 一 2273 


曲线 TT (19) 
区 域 (18) 连续 ~ 


5) w= ソラ イ 2。 6) ww ロー = を 一 的 边界 点 の の の の の ie (18) 简单 ( 若 尔 当 ) 和 ~ ………… (20) 
一 ュ 」 ソー 的 边界 ee (18) 简单 亲王 ei (20) 

7) 由 一 | 之 ， 8) w= or" 団 ~ (19) 光滑 一 ーー ムー (20) 
を 一 1 . 有 界 ~ …… (19) 按 段 光滑 一 (20) 

e ーーー | 无 界 ~- TT (19) 简单 闭 一 的 正 向 so (69) 


、 ーー . 单 连 通 ~~ 《20) 一 的 重点 の ) 
20. w= 2 Y z 十 1 十 in Yl 多 连通 ~ 0 ) 闭 一 的 内 部 与 外 部 Lia (20) 


マタ を 十 1 十 1 无 穷 远 贞 ………… ・ (11) 交 比 バー (240) 


100/ 2 、 一 处 两 条 射线 的 交角 …… (229) 向 量 で 一 ……ー ド ーーー いて 5) 
テ | 5 0+z| 为 也 的 极 角 , 取 负 值 ， 不 定 积分 (83) 一 场 (53) 


* 266・ | 。267。 


i 
9) ーッ に 27 の 


5 10) w= 


21，z 一 chze 


23。 ーッ ツェ アー 


団 路 変形 原理 ……………… 


共 斩 调 和 函数 ・ 
级 数 ……… 
一 的 部 分 和 … 


一 收敛 的 必要 条 件 … 
~~ 的 第 対 収 仙 ，………… 


一 的 种 erees seen 


岡内 人 定理 


极点 ee 


一 的 级 … 


~ 与 零点 的 关系 
围 道 积分 法 mere een: 
伸缩 率 pp 
一 的 不 变性 … 


八 
欧 拉 公 式 …………… 


函数 的 可 去 奇 点 ee 


函数 在 无 穷 远 点 的 性 态 


(79) 

・ (91) 
・ (105) 
・ (106) 
(106) 
(106) 
ュー (107) 
(108) 
(108) 
・ (106) 


・(18) 


・ (18) 

・ (18) 

・ (55) 
・ (110) 
・ (147) 
・ (147 ) 
(148) 
・ (183) 
(190) 
・ (190) 


回 


・ (7) 
(145) 
(146) 
(147) 


・ (150 一 153) 


・ グ 69 * 


泊 松 积 


示し 上 数 Do 


拉 普 拉 斯 方程 ・ 


一 的 边 值 问 题 …………… 


九 


算数 ーー ・ sss res oes ee 
的 実 部 ーー…・ seas. 
的 虚 部 oa trot netease 


一 相等 oo 


ン 的 共 絡 ドド … ド … ド ーーー・… 
ー 放 ゼ 的 共 範 之 同 的 性 原 


0 see ess ses oot 
一 的 绝对 值 1 の に ……・ 
一 的 辐 角 ……， ev 
一 的 辐 角 的 主 值 ……… ea。 
一 的 指数 表示 式 …… と 
~ 的 二 角 表 示 式 een" 


的 先 ss・ 


一 的 根 Ses nce cee nes eae ses secs ane 
复 平面 …… ee 
一 的 实 轴 … ss 
~ 的 虚 轴 …… ses 
一 的 扩充 すす ャ で と で すす の 
邊 球面 マイ すす 
复 变 国 数 て と トミ すす 


回 


一 的 定义 集合 …………… 
一 的 函数 值 集 合 ………… 
单 值 ~ ………・ 
多 值 一 pe 
一 的 极限 ・ 
一 的 极限 四 则 运算 ee 
连续 一 的 性 质 
一 的 导数 ………………… 
一 的 求 导 法 则 …………… 
一 的 微分 …… 
一 的 奇 点 ee 

柯 西 一 黎 曼 方程 …………… 
一 的 极 坐 标 形式 …………… 


复 变 指数 函数 oo 
复 变 对 数 函数 ……………… 
复 变 三 角 函 数 ……………… 
复 恋 宕 函数 ………………… 
复 恋 反 三 角 函 数 …………… 
复 恋 双 曲 函数 ……………… 
邊 恋 反 双 曲 路 数 すす すす 


(21 ) 
(21) 


・ (21) 


(21) 


・ (25) 


(27 ) 
(28) 


・(28) 
… (35) 


(37) 


・ (38) 


(38) 
(40) 


(67) 
复 恋 初 等 函数 ………… (45 一 


52 ) 
(45) 
(46) 
(50) 
(48) 
(52) 
(っ 1 ) 
(52) 


复 变 函数 的 积分 ……… (69 一 72) 


一 的 性 质 … ド ーー…ー… 
复合 闭路 定理 ……………… 
柯 西 一 十 萨 基 本 定理 ……… 

ーー 的 逆 定 理 (Morera 定理 ) 


柯 西 积 分 公式 ………… の の 
复数 列 ena esse 

一 的 极限 seen。 
洛 朗 銀 数 人 ……ー…ー…ー…ー… 


・ (74) 


(79) 
(76) 


・ (90) 


(85) 
(105) 
(105) 
(130) 


一 的 解析 部 分 で ミイ です で すす で 
一 的 主要 部 分 で と で で 


洛 明 展开 式 ……: 


映 射 (変換 ) ………… 
道 ~ ・ 


共 形 morroee nes ssare er ra 
第 一 类 共 形 一 
第 二 美 共 形 一 …………… 

施 拟 次 一 克 里 斯 托 费 尔 映射 


(131) 


… (131) 
・ (130) 
一 的 收 伍 圆 环 边 界 上 的 奇 点 
… ・ (135) 

・ (22) 
・ (25) 


(190) 
(191 ) 
(191) 


・ (223 一 229 ) 


复 热 eee ene 


平面 流速 场 的 ~ ………… 
静电 场 的 ~ ……………… 


十 画 


圆 环 域 ………………………… 
流 画数 oe 
…… (87) 
原画 数 oo 
调和 函数 
泰勒 级 数 人 eos ドド 
泰和 勤 展 尋 式 ……… ぐ の 
一 收敛 圆 上 的 奇 点 …… 
一 的 直接 求法 pp 
一 的 间接 求法 于 
留 数 ee 
・ (153 一 154) 
・ (156) 
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高 阶 导 数 公式 ……… 


・ (54) 
・ (55) 


(59) 


(48) 
(18) 
(55) 


(82) 


・ (90) 


(119) 
(119) 
(120) 
(121) 
(121) 
(120) 
(154) 


无 穷 远 点 处 的 ~ (160) 


用 ~ 计算 定 积分 ……….…… (163) 十 三 画 
十 ーー 画 解析 函数 《38 
一 的 性 质 esose sas ose see eee eas (39) = ー ビ 
非 混 耳 税 分 ………………… 171) 一 的 导数 ……………… (42) 学生 声 月 
_ 一 的 积分 计算 公式 ……… _ 、 、 、 、 
十 二 画 前 ii (83) 高 等 教育 出 版 社 依法 对 本 书 享有 专 有 出 版 权 。 任 何 未 经 许可 
考级 数 09 ーー 92 95 99) 的 复制 、 销 售 行为 均 违反 《中 华人 民 共 和 国 著作 权 法 》。 行为 人 将 
一 的 和 消 数 …… (109) 一 的 零点 … ts nn ss (148) 承担 相应 的 民事 责任 和 4 了 政 责 任 ， 构成 犯罪 的 ， 将 被 依法 追究 刑事 
人間 ーー ツー (111) 一 零点 的 孤立 性 ………… (149) 责任 。 社会 各 界 人 士 如 发 现 上 述 侵 权 f 可 为 ， 希望 及 时 举报 ， 本 社 将 
一 的 收 伍 半径 … …… の (1 11 ) 一 零点 的 个 数 ……… oo (175) 奖励 举报 有 功 人 员 。 
… (112) 路 西 定理 …ー…ー…………… (177) 电话 :(010) 84043279 13801081108 
名 ' : 
机 十 四 画 以 上 传 ” 真 :(010) 64033424 
… (113) E— mail: dd(@ hep. com. cn 
-的 运算 和 性质 … (114 一 117) 黎 曼 映 射 定理 e222) 地 址 :北京 市 东城 区 沙滩 后 街 55 号 


棣 英 弗 公式 (15) 侍 可 夫 斯 基 函 数 
216) 。 
最 大 模 原 理 104) 6 各 二 寺 | 
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